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vamos a aprender

es el proyecto en el que los estudiantes se convierten
en protagonistas de su proceso de formacion. Por medio
de materiales que motivan a estudiar y a participar de forma
activa, se consigue un aprendizaje eficaz y significativo.

Los contenidos se relacionan con el entorno mas inmediato
y trabajan competencias esenciales para poder desarrollar
las habilidades que la vida exija el dia de manana.

El proyecto es una apuesta por el desarrollo integral de los
estudiantes. Junto con una solida formacion académica, proporciona
herramientas de reflexion y andlisis de la sociedad en la que vivimos
por medio de sus temas de Educacion ambiental, Estilos de vida
saludable y Educacion para la sexualidad y la ciudadania.

Aprendiendo a convivir de manera armoénica, lograremos todos
juntos que el colegio llegue a ser un espacio de crecimiento
que nos haga mejores y en el que todos queramos estar.
Asi que es hora de comenzar y aceptar el reto: ;
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Presentacion

Acepfar el reto de hacer de Colombia la nacién mas educada de América
Latina en el 2025 es una decision que genera una gran responsabilidad. La
necesidad de no perder ni un segundo en el camino hacia la calidad es un
llamado urgente a rectores, docentes y padres de familia que se levantan cada
mafiana comprometidos con el futuro de miles de estudiantes.

lograr una educacion de calidad es el objetivo que nos hemos trazado para
consfruir un pais con igualdad de oporiunidades para todos y en paz. Una
igualdad que no sélo contempla el derecho que cada uno de los colombianos
tiene a lo educacién, sino que se refuerza en la idea de equilibrar la cancha
de juego y hacer que fodos nuestros nifios, nifias y adolescentes fengan las
mejores condiciones en los colegios, incluyendo materiales pedagdgicos de
alta calidad que contribuyan al fortalecimiento de su proceso de aprendizaje.

Como Ministerio sabemos que la excelencia educativa se gesta en el aula, y es
allf donde se deben concentrar todos los esfuerzos de transformacién. Por esto,
dotar de herramientas pedagdgicas suficientes e idéneas que acomparien vy
refuercen la préctica en el salén de clase, es la forma en la que se haré visible
el esfuerzo de un equipo de rectores y docentes pioneros comprometidos con el
mejoramienio de la calidad en la educacién.

Por esta razén, el Ministerio de Educacién Nacional presenta el siguiente
material de apoyo para el proceso pedagégico de ensefianza de lenguaije vy
matemdticas, de alta calidad. Este material ha sido seleccionado de manera
uiciosa por expertos, para que docentes y estudiantes lo incorporen a la
préctica de aula, los trabajen, los disfruten con su familia, aprendan con ellos y
descubran un mundo de narraciones mégicas y problemas matemdticos que les
dard paso a un nuevo universo de posibilidades.

Estos libros, cuademnos de trabajo y guias llegardn a los colegios y cobrardn
vida en el aula gracias al compromiso y dedicacién de cada uno de ustedes.
Por esto es importante explorarlos, conocerlos y apropiarlos; con seguridad este
serd un paso maés hacia nuestra meta de hacer de Colombia la més educada
con ustedes como los protagonistas en este nuevo capitulo de su historia.

Sin lugar a duda, esta es una de las apuestas mds importantes por el futuro
del pas.
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Estructura de tv libro

Este libro esta organizado en seis unidades o divisiones y, a su vez, cada unidad esta dividida en temas o
subdlivisiones. Cada unidad esta organizada de la siguiente manera:

Apertura de unidad

En esta doble pagina recordaras
aquello que ya sabes y
cgnoceras lo que vas a
aprender y su aplicacion en tu
vida cotidiana.

Ruta didactica

El desarrollo de todos los contenidos presenta la siguiente ruta didactica.

Conoos Recuerda que estas actividades

Desarrolla los contenidos del tema. Sintetiza las debes realizar en tu cuaderno.

| los concepros basicos que debes aprender.
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Resuelve mas actividades relacionadas con los
temas de la unidad y desarrolla las habilidades

propias de la actividad matematica.

| practica mas

Evaluacion del aprendizaje

En esta seccion tendras la oportunidad
de aplicar los temas vistos y reforzar
tus conocimientos.

Temas transversales
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Con este tema desarrollaras W
competencias para ejercer,
respetar y promover los
derechos humanos, |os cuales
estan presentes en tus relaciones
- cotidianas.

$
]
5]
=
o
wl

>
b\.‘J

P T g
n '

estrategias. Sigue el

e d W Pt
con el uso de diferentes
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y pon en practica la estrategia estudiada.

Evaluacion del aprendizaje
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Plantea actividades, ejemplos y
situaciones en las que podras
reflexionar sobre las relaciones
entre el individuo y su
entorno natural, como proceso
interactivo, y la proteccion

y el cuidado de los recursos
naturales y los seres vivos.

Enriquece tu vocabulario

Amplia tu vocabulario
maremarico.

B

7 Presenta actividades, ejemplos
y situaciones con las cuales
aprenderas a tomar decisiones
sobre tu salud y tu bienestar
fisico, emocional e intelectual,
tanto individual como colectivo.




Caontenido Matematicas 9

1. Sisternas de medida internacional

1. |Nlmeros racionales y ndmeros : i a2 .
gt ¥ 1. El proceso de la demostracion 38 y anglosajon. Conversiones 68
irracionales 10
: Tema transversal: Educacion para la
f 2. Segmentos proporcionales 42 sexualidad y la ciudadania
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4. Funciones de proporcionalidad
inversa 186
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Pensamiento numeérico

« |dentificar, representar y or- « A caracterizar el conjunto de « Interpretar datos numéricos
denar nimeros racionales e nlmeros reales y representar- del mundo real.
irracionales. los en la recta numérica. « Reconocer las diferentes for-

mas de representar un nimero.

WLl IL 7




Pensamiento numérico

1 = Numeros racionales y nimeros irracionales

Saberes previos m

Esqribe ejemplos de situaciones 1.1 El conjunto de los nameros racionales
cotidianas en los que utilices nu-
meros naturales, nimeros enteros
y ntimeros decimales.

Como el cubo consta de seis caras, y cada cara contiene nueve cuadrados, en
total el cubo tiene 6 + 9 = 54 cuadrados.

De acuerdo con lo anterior, la parte del total de cuadrados que representan los
que forman cada cara del cubo, es;

W Anliza_ 5 []

- Cadla una de las seis caras del cubo

: de Rubik esta compuesta por nue- 9 9 9 9 9 9
. ve cuadrados con los colores blan- 54 54 54 54 54 54
co,|amarillo, rojo, azul, naranja y ) 9 ) _

 verde (Figura 1.1), El nimero = es un namero racional.

Un ndmero racional se expresa de la forma % donde p y g son ndmeros
enteros Yy g es distinto de cero.

El conjunto de los nimeros racionales Q se determina as:

@={E/pEZ,qEZ.q;’-‘O}
g

Figura 1.1

.« La solucién del rompecabezas
© consiste en que, al final, los cua-
drados de cada cara sean del
mismo color. ;Qué parte del to-
tdl representan los cuadrados
que forman cada cara del cubo puede escribirse de la forma J(—;-, donde el denominador de esta fraccién es
sglucionado? el nimero 1.

S A S SRR AR SRR TR e —957

—957= —=>~

Ejemplo 1

El ndmero —957 pertenece al conjunto de los nimeros racionales porque

1.2 El conjunto de los niimeros irracionales

Todo numero irracional tiene una expresion decimal infinita no periddica.
El conjunto de los niimeros irracionales se simboliza con .

En otras palabras, los nimeros irracionales no se pueden escribir de la forma

JZ—, donde py g son nimeros enteros y g # 0.

Los ntimeros /4, 1, e, /2, /5, @ pertenecen al conjunto de los niimeros irra-
cionales, porque su expresién decimal es infinita no periddica:

/4 = 1,31950791... T = 3,141592653...
= 2,7182818284. .. 2 = 1,189207115...
V5 = 2,2360679774... @ = 1,618033988749. ..

MATEMATICAS © EDICIONES SM



MATEMATIC A5 € EDICIONES SM

Ejemplo 3

Pensamiento numérico

Seg(in su origen, los nimeros irracionales se clasifican en algebraicos o tras-

cendentes. Observa la Tabla 1.7.

Clase

El niimero aureo,
representado por la
letra griega phi.

Numero irracional
algebraico

Es solucion de alguna
ecuacion polindmica cuyos
coeficientes son ndmeros
racionales,

Las raices no exactas.

El nimero pi es la rela-
cion entre la longitud
de una circunferencia y
su diametro.

Nimero irracional
trascendente
No es solucion de ninguna

ecuacion polindomica de
La constante de Euler o

coeficientes racionales. i e
constante de Napier.

Actividades de aprendizaje

Ejemplos

5L B

Tabla 1.1

Razonamiento

o Lee cada afirmacién y escribe F, si la proposicion es

w falsa oV, si es verdadera.

a. Todo nimero irracional puede escribirse de la
forma £.

b. Los numeros irracionales trascendentes se
ubican con exactitud en la recta numérica con
aproximaciones decimales.

. Todo ntmero racional puede expresarse de
forma decimal.

.. El conjunto de los nimeros racionales
es un subconjunto de los nimeros naturales.

e. El conjunto de los nimeros racionales
es un subconjunto de los nimeros naturales.

Comunicacion

Consulta como se clasifican las expresiones decima-
& les de una fraccion.

Escribe dos fracciones cuya expresion decimal co-
rresponda a cada tipo de decimal.

®
Resolucion de problemas

o El largo y ancho de una piscina olimpica es 50 m

® Y 25 m, respectivamente. Si un nadador quiere re-

correrla en diagonal, ;que distancia recorre? ;A qué
conjunto numérico pertenece este valor?

Evalvacion del aprendizaje

~

0 Marca con una X la casilla que corresponda, se-
& gun los nimeros sean racionales o irracionales.
Es nimero  Es numero
racional irracional
236
St
3
55,03
—~1603
w
4,678
—345,231409...
Tabla 1.2
L !

11



Pensamiento numérico

2 Nameros reales

2.1 El conjunto de los nimeros reales

Saberes previos

Dados los conjuntos N y Z de-
termina la unién y la interseccioén,

y escribe si se cumple N C Z o
Z CN.

El diagrama que representa la relacion que existe entre los conjuntos numeéricos
N, Z, Qe ly la formacién del conjunto de los nimeros reales se presenta en
la Figura 1.2.

R

NUmeros
reales

. La unién de los conjuntos numéri- Q
: cog Q e [ forma el conjunto de los Racionales
© numeros reales.

: » Haz un diagrama detallado que
resuma la relacion que existe en-
tre los conjuntos N, Z, Q e [.

- |INegativos] [l
yOg

Figura 1.2

Los nimeros reales son el resultado de la unién del conjunto de los ntimeros
racionales con el conjunto de los nimeros irracionales. Se simboliza con R.

2.2 Propiedades de las relaciones de orden

Para g, b y ¢ nimeros reales, se cumplen las siguientes propiedades.

Propiedad 1 :
(ransitiva) Sia<byb<centoncesa < c.
Propiedad 2 Sig<b,entoncesa +c<b +c
Propiedad 3 Sia<byc>0entoncesa-c<b-c
Propiedad 4 Sia<byc<O0entoncesa-c>b-c
Propiedad 5 Sia<byc<dentoncesa+c<b+d
Sia+ b <0, entonces:
3 d d i
s o5 a=>0yb<00a<0yb>0.
: Sia* b >0 entonces:
P dad g
i a=0yb>00a<0yb<o.
Propiedad 8 Sia>b,a>0yb > 0entonces —3;— = —;;
Tabla 13

12
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Ejemplo 1
Observa la propiedad que se aplico en cada caso.

Pensamiento numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

« Si —2 < 3y3 <5 entonces —2 < 5. Esta corresponde a la propiedad
transitiva de las relaciones de orden de los nimeros reales (Propiedad 1).

e Sie <, entonces e + 3 < a + 3., Al sumar un mismo nimero real en
ambos miembros de la desigualdad, esta se mantiene (Propiedad 2).

«Si —5 < 7y 9 > 0, entonces se cumple que (—5) - 9 < 7 + 9, pues
—45 < 63, La Propiedad 3 indica que al multiplicar ambos miembros de
una desigualdad por un nimero positivo, la desigualdad se mantiene.

o Si =§< 7y —9 < 0, entonces(~5)* (—9)>7+(—9), esdecir45 > —63.
Como se multiplic por un nimero negativo, la desigualdad cambi¢ de

sentido (Propiedad 4).

¢ SiI8 <11y —5<3,entonces8 + (—5) < 11 + 3,yaque 3 < 14, Cuando
se suman los términos respectivos de dos desigualdades, la desigualdad no

cambia (Propiedad 5).

¢ 5i—21<0,(—7):3=—2107-(—3) = —21.Por la Propiedad 6 se tiene
que alguno de los factores de —21 es positivo y otro es negativo.

» Si55>0,(—5)-(—11) =5505"- 11 = 55.Por la Propiedad 7 se tiene que
los dos factores de 55 son ambos positivos 0 ambos negativos.

« Por la Propiedad 8, como 13 < 17 y, ademas, 13 > 0y 17 > 0, entonces

1 1
EERaE VA

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Escribe € o € para establecer la relacién de cada
_1 numero con el conjunto numérico dado.

4

a. = [
b.782333... Zz
c. 0,4352... [
d.emw Z
e. 46,89 R

i R

Resolucion de problemas

e Manuela necesita distribuir 27 libros entre cuatro
& personas de manera equitativa. ;Cual serfa la mejor
manera de repartirlos y por qué?

Evalvacion del aprendizaje

&
a Completa las expresiones con los signos <, > o

& =, segun corresponda.

a.Sivi<2 =245 3 % 5

EyZEel o8
:SL2>2y2>3=>3 2.

&
En promedio, la densidad de la sangre de una
persona sana es de 1,05588 g/mL y la de una per-
sona alcoholica de 1,06133 g/mL. Compara estos
valores y da una conclusion al respecto.

;Qué consecuencias trae el alcohol a nues-
tro cuerpo?

13



co

Pensamiento ni

14

Sal

Cor
tu g
nun
el p

Los
pres
una
'] {(

m

3  Larecta real

)eres previos

Nstruye una recta numeérica en
uaderno y representa en ella los
neros —2; —0,5 0, y 4. Describe
rocedimiento.

nlmeros reales se pueden re-
entar mediante puntos sobre
recta numeérica.

Dué relacion hay entre los ni-
eros reales y los puntos de la
cta real?

Para construir la recta real (Figura 1.3) se traza una recta y se siguen estos pasos:

* Se ubica un punto de referencia arbitrario llamado origen, al cual le corres-
ponde el niimero real 0. A partir de este, se definen dos sentidos opuestos,
Uno positivo y otro negativo.

» Se elige una unidad de longitud para medir distancias en ambos sentidos de
la recta. Cada niimero positivo m se representa por un punto en la recta a
una distancia de m unidades a la derecha del origen, y cada nimero negati-
VO —x se representa mediante un punto a una distancia de x unidades a la
izquierda del origen.

» Las flechas a izquierda y derecha de la recta significan que el conjunto de los
numeros reales es infinito.

Figura 1.3

A cada numero real le corresponde un tnico punto sobre la recta y a cada
punto en la recta real se le asocia un tnico ntimero real. Entre dos niimeros
reales hay infinitos nimeros reales.

Ejemplo 1

; 4 ] e :
Los nimeros reales —33, — =7 = ?,O, %, o \E ubicados en la recta

real (Figura 1.4) estan ordenados asf:

. 1 g g 4 E g
« El nimero —% - L lo cual indica que — T esta ubicado sobre la

— 1
recta real a la izquierda de — o

’ e " .
« El ntimero 2 > o entonces v/2 est3 ubicado a la derecha de < |

« El nimero —3f3 =< —33, esto significa que —3/3 cumple alguna de las si-
guientes posibilidades —3f3 < —3/3,0—3/3 = —3/3. En este caso se cumple
la relacion de igualdad (=).

| Fy ! |

-_'-: : " S R S | T - T T ': T T T
“lAp-1 4 ] 0 : 1 ez
> 2 5 2
Figura 1.4

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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3.1 Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real a se simboliza con | a | y es la distancia
que hay desde a hasta 0 sobre |a recta real.

Ejemplo 2

En la Figura 1.5 se representa en la recta real el significado del valor absoluto
de los nimeros —3y 5.

|-3=3 Is| =5

1
W
T i S
wn

Para simplificar expresiones con valor absoluto es necesario utilizar las pro-
piedades que se definen en la Tabla 1.4. Alli, los valores de a y b son reales.

Propiedad Ejemplos

1. El valor absoluto de un nlimero

. la|=0 |-8|=8=0

nunca es negarivo.

2.Un ntmero y su inverso aditivo
tienen siempre el mismovalor | g| = —a |356|=]—356]
absoluto.

3. El valor absoluto de un produc
to es el producto de los valores |ab| = |a|]b| | —4 -9| = | —4’|9|
absolutos.

4.El valor absoluto de un cociente  |a| _ |a| -12| | —12|
es el cociente de los valores abso-  [p| — [b] 2| 17

luros.

Siay bson numeros realesy a < b, entonces la distancia entre los puntos a
ybenlarectareales|b —al.

Ejemplo 3

Para hallar la distancia entre los nmeros —2 y 11, se calcula el valor absoluto
de la resta del nimero mayor con el nimero menor, asf:

|11 = (=2)|=|13|=13

La distancia entre los nimeros —2y 11 es 13.

Pensamiento numérico
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3

La recta real

3.2 Intervalos, semirrectas y entornos

Un intervalo es un subconjunto de niimeros reales que se corresponden
con los puntos de un segmento o una semirrecta en la recta real.

La clasificacion de los intervalos se presenta en la Tabla 1.5, donde los valores
de ay b son reales,

Nombre Notacion Conjunto Grafica

o @9 {a<x<y -
e | on | paemezn | ——
Intervalo [4,b) Win=ys bt a b
semiabierto (@,b] o - :

(a, ) {x/x > a} p =

[a, ) {x/x = a} 2 -
et ca ey :
(~=b]  fxsb) - :

(—oe, @) R : »

Tabla 15

Se llama entorno de centro a y radio r, y se simboliza E (a) o E(a, r) al inter-
valo abierto (a—r, a + r).

Ejemplo 4
El entorno E,(1) de centro 1y radio 3 se representa por el intervalo abierto:
(1—=3,1+ 3) =(—2 4). Observa la Figura 16.

1 1
f t ¥ i f i T )

=4 =3 =z = 0 1 2 3

Figura 1.6

Ejemplo 5

Un sismo se considera fuerte, segin la escala de Richter, si tiene una mag-
nitud mayor o igual a 6 y menor que 69. Esto se representa con un inter-
valo semiabierto, cuya notacién es [6; 69). El conjunto correspondiente es
{x/6 = x < 69}y su representacién grafica corresponde a la Figura 1.7.

-

' |
6 6,5 6,97 Figura 17

MATEMATICAS © EDICIOMES SM
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion

o Halla el valor de las expresiones con valor absoluto.

s o | =10] -] 4]
c s - d. | -4
= 8—13
T B—7
g |-15-8 h. 352+ =9

o Determina la distancia entre cada par de nimeros.

o a —5y17 b. —38y24
) d. —34567 y 298621
5 2
56 5 i 1ot
e~y f. 8546y —1234
g —23y14 h. 3,45y 1,45

o Expresa en forma de intervalo los entornos.

- aE(-2) b (5)
¢ E, (10) d. £ (—3)
e. € (~=7) f. E,(1)

o Representa en la recta real el siguiente conjunto de
© nlUmeros reales.

= 28
{3_ ]_Ei_: 3;3;_51_1}

o Realiza la gréfica de los siguientes intervalos.

®. {xIx = —4} b [_\/5_ E]
4
c. [_2/5, lJ d x5 = x = 356}
3

e {xIx < —6,7}

2

o Representa en la recta real cada pareja de nimeros
® yescribe >, < o =, seglin corresponda.

a. —54 -38 h. =12 73
5 _10 4 2
6 12 s 16
7 . 4
€ 0,91 iy 4 23

Resolucion de problemas
o Un nutricionista hace un plan de alimentacién para
& que un paciente mantenga su peso normal entre
56,6 kg y 61,5 kg maximo.

2. Haz una gréfica del intervalo del peso normal.

b. Expresa la proposicion mediante la notacion de
intervalo y de conjunto.

¢ Si el paciente actualmente pesa 75,4 kg, jcuantos
kilogramos debe perder el paciente para alcan-
zar el promedio del peso normal?

Evalvacion del aprendizaje

o En la notacion de conjunto para un intervalo, la

#& expresion a < x = b se llama desigualdad. ;Cual
es la desigualdad que representa al intervalo
(—23,56)? Explica tu respuesta,

o Expresa cada proposicion mediante la notacién
& de intervalo y de conjunto.

Los niveles normales de glucosa en ayunas en
un ser humano deben ser mayores o iguales
que 70 mg/dL y menores que 100 mg/dL.

. El tiempo que tarda una persona en llegar a su
trabajo es mayor que % h y menor o igual que
3
5 hi
¢. La estatura de los jugadores de un equipo de

baloncesto es menor que 1,98 m y mayor o
igual que 1,82 m.

El pH del agua es un indicador de su acidez. El
agua pura tiene un pH de 7 y el agua potable
puede tener valores de 6,5 a 9. Expresa la propo-
sicion mediante la notacion de intervalo y con-
junto, y haz una grafica del intervalo de pH.

;Crees que la contaminacion del agua pue-
de incidir en su pH? Justifica.
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Salweres previos

Siernpre que restas dos numeros
natlirales, ;obtienes un ndmero
natural?

. El grater producido por un me-
. teoffito en la superficie de cierto
- planjeta deja una cresta de w3 m
. de qltura y presenta una profundi-
. dad|maxima de 20v3 m, como se
© mugstra en la Figura 1.8.

Figura 1.8

: o ;Quénto debe medir el largo de

una broca para abrir un hueco
desde la cresta hasta el punto
mas profundo del crater?

]} Operaciones con numeros reales

Para calcular la longitud de la broca, es necesario calcular la suma entre las
longitudes dadas. Esto es:

943 + 2043 =293

Entonces, el largo de la broca debe medir 294/3 m.

En el anterior problema se observa que tanto los datos como la respuesta per-
tenecen a los numeros reales; es decir, que las operaciones de tipo aditivo entre
reales cumplen con la propiedad clausurativa. A continuacién se estudian otras
propiedades de las operaciones con nimeros reales.

4.1 Adicion y sustraccion de nimeros reales
En la expresiona + b = ¢, cong, byc € R, ay b son los sumandos y ¢ es
la suma.

En la expresiona — b = d cona, by d € R, a es el minuendo, b es el
sustraendo y c es la diferencia. Esta operacién es equivalente a la adicién
&' =),

De forma general, para g, b y ¢ € R se cumplen estas propiedades:

Propiedad Generalizacion

Clausurativa (a+b)ER
Conmutativa a+b=b+a

Asociativa (a+b)+c=a+(b+¢)

Modulativa Existe 0 €E R, talquea+0=0+a=a

Invertiva Para todo niimero real a existe —g, tal quea + (—a) = 0
Tabla 16
Ejemplo 1
Un turista se encuentra en el punto A y se dirige hasta el punto B. Para ello,

tiene que desplazarse por diferentes trayectos cuyas distancias son: 40\/s m,
20m, 54/5m, 6043 m, 12 m y 1243 m, respectivamente.

La distancia total que recorre el turista estd dada por la adicién. Observa:
40V5 + 20 + 545 + 60v3 + 12 + 1243 =
(40J§+5\/§) + (20 + 12) + (6043 + 12\/5) =

455 + 32 + 7243 = 257,33072

Aproximando por truncamiento a la décima, se obtiene: 257,3.
Entonces, el turista debe recorrer aproximadamente 257,3 m en total.

MATEMATICAS ©) EDICIONES Sh
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4.2 Multiplicacion y division de nimeros reales

Pensamiento numérico

@ Realiza todas |as actividades en tu cuaderno J

Enlaexpresiona b =p,conag byp €ER, aybsonlosfactoresy p es el pro-
ducto. Se utilizan expresiones alternas para indicar el producto; estas son:

arb=aXb=(a)b)=ab

En laexpresiona =~ b = ¢, cona, by c € R, a esel dividendo, b es el divisor

y ¢ es el cociente.

De forma general, paraa, by ¢ € R se cumplen estas propiedades:

Propiedad Generalizacion
Clausurativa (a-b)ER
Conmutativa arb=b-a
Asociativa (a*b)-c=a-(b-c)
Modulativa Existe 1ER ralque1-a=ag-1=g
Invertiva

Distributiva de la multipli-

- ., a(b+e)=a-b+ta-c
cacioén respecto a la adicion

: - 1
Para todo real a existe a~', tal que a - e 1

Tabla 1.7

Resolucion de problemas

Encuentra una expresion numérica para el area de

. cada figura.
2,5cm
22cem.

Figura 1.9 Figura 1.10

|—2 cm—| _
3cm

|~— (\J' 5+ 2)cm—-‘
I

Figura 111 Figura 1.12

.. ;Cudl es la figura con mayor area?

0. ¢Cudl es la figura con menor area?

o La longitud de una circunferencia se expresa con un
1 numero irracional. Indica el valor que debe tener el
radio de una circunfrencia para que la longitud sea

un namero racional. Justifica tu respuesta.

-

o Halla la arista de un cubo si se sabe que tiene una
& capacidad de 2000 L.
0 Indica la propiedad que se debe usar en cada caso.
* Ejercicio Propiedad
e e o E
5t S
7 sl G =
(v35)- J6 =210
3 3
Tabla 1.5

19
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5 Potencias con exponente entero

Saberes previos

Dobla una hoja de papel por la mi-
tad|y cuenta las partes iguales que
obtienes. Doblala de nuevo por la
mitad y cuenta las partes. Contintia
el pfoceso y determina cuantas ve-
ces puedes doblar una hoja de pa-
pel por la mitad cada vez.

- Fernando y Luisa participan en un
© conturso de Mateméticas. En una
. de las pruebas deben justificar si la
: explesién —52 =
. Fernando dice que la igualdad es
© correcta, mientras que Luisa dice
© queles falsa.

25 es verdadera.

i g

: « jQuién tiene la razéon y cudl es la

justificacién a esta respuesta?

La igualdad —5* = 25 es falsa porque:

_52= __(5.5)2 =

Lo anterior indica que el exponente 2 afecta solo al niimero 5 y que el signo —
se ubica luego de hallar la potencia. Por lo tanto, Luisa tiene la razon.

5.1 Propiedades de las potencias con exponente entero

Todo nimero real a elevado a un exponente entero negativo n, cumple que:

aﬂ

Para simplificar expresiones donde estén presentes potencias con exponentes
enteros, se utilizan las propiedades definidas en la Tabla 1.9. Las bases a y b son
numeros reales y los exponentes m y n son nlimeros enteros.

Propiedad
1 aman _ am +n
2 {5\'_ =gm-"

3 (am)n — am'n

4 (ab)"=ab"

Ejemplo 1

Ejemplo
(I —r= -7
e = 9-5—d =99 — 1
= ey
) 43? — 435
8P = (—6) &

[%J
GJ G )

39 42

Tabla 19

Un cientifico cre6 una férmula general para modelar una situacion real. La

expresion que escribié es (3ab%c) [2@ b] ,
C

Para simplificar la expresion se utilizan las propiedades definidas en la

Tabla 1.7.

(3ab2c)[2a b] (3ab2c)(iJ =
¢ 2a°b

3ab’cc®  _ 3c
4a‘b? 4a®

gabig )
(202!3)

MATEMATICAS © EDICIONES 5M
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento numérico

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Ejercitacion

o Calcula las siguientes potencias.

2
4 4
a. (=357 80'—[—]
(=35] :
—44. =25 d (99°—234)
2\
o [—] h. 102+ 10°
3
.....30
A
(=49 =

o Simplifica cada una de las siguientes expresiones y
| elimina los exponentes negativos.

. afa™t (‘16x2y“)[%x5y]
co(n)omy o 2
3 Xy

3
a_abq r Cﬁd3 dE
a=*b° cd® )\ &
o Escribe los siguientes nimeros como potencias cu-

! vyas bases sean nUmeros primos.
a. 8,125, 243,1024, 2 401

625" 343 256" 81" 32
Comunicacion

o Escribe la propiedad o definicion que se utiliza en
S ., (36a7b¢
cada paso para simplificar la expresion b |
a
= (4972~ "D p=i= -I)2

= (4an—1)—?

)

Razonamiento

o Completa la Tabla 1.10.

” Base Exponente Potencia
125
-5 ’ "
9 21_5
—101 0
Tabla 110

Resolucion de problemas

o La edad de una micro bacteria ) es de % dias.

* ;Cudl es la edad total de tres micro bacterias?

b. Una micro bacteria M vive la tercera parte de la
vida de la micro bacteria J. ;Cuantos dias vive la
micro bacteria M?

o En tecnologia informatica, un kilobyte tiene el tama-

& fio de 2" bytes. Un gigabyte es 2* bytes en tamafo.
El tamario de un terabyte es el producto del tamarfio
de un kilobyte por un gigabyte. ;Cual es el tamafio de
un terabyte?

Evalvacion del aprendizaje

o Determina el signo de cada expresion, sia, by ¢
& son numerosrealescona > 0,b <0yc <O0.

~

a. b b. (b — a)f
aECS
b d. (b —a)
0 Relaciona las expresiones equivalentes.
W 3
i 5
3
1 1
¢ g7 -

@ Utiliza las propiedades de la potenciacion para
& simplificar cada expresion.

2 [T () o DT

mn 4m (x2y3)w

21
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Saleres previos

Calqula los resultados de 10+ para
x& Zf —-5=x=5}

: La distancia entre el Sol y la
Tierfa es de aproximadamente
© 149600000 km.

« Escribe esta distancia en nota-
© cdn

cientifica.

6 Notacion cientifica

Para escribir la distancia 149600000 km usando notacién cientifica, se deben
seguir estos pasos:

* Se desplaza la coma decimal en 149600000 hacia la izquierda hasta obtener
un ndmero mayor o igual a Ty menor que 10. Se quitan los ceros y se obtiene
1,496.

» Se escribe el producto entre 1,496 y 10% El exponente 8 indica las cifras deci-
males que se desplazé la coma decimal en el paso anterior.

Por lo tanto, 1,496 - 108 es la distancia del Sol a la Tierra en notacién cientifica.

Un ndmero positivo x esta escrito en notacion cientifica si esta expresado
como:

x=a-10" donde1=a<10yn€Z

Ejemplo 1
Para escribir el nimero 3,13 - 107° en notacién decimal se desplazan seis
cifras decimales hacia la izquierda como lo indica el exponente de 10.

3,13 - 10~% en notacion decimal es 0,00000313.

6.1 Notacion cientifica y operaciones

Para sumar y restar nimeros escritos en notacién cientifica es necesario que
los nimeros tengan la misma potencia de 10.

Para multiplicar y dividir nimeros escritos en notacion cientifica se utilizan las
propiedades de las potencias.

Ejemplo 2

Un automovil se desplaza a 90 km/h por una autopista que conecta dos
ciudades. Para transformar esta medida a m/s se utilizan las propiedades de
la potenciacion y equivalencias entre las unidades de medida. Esto es:
Tkm=1000m=1-10°m

Th=3600s=36"-10°s

Luego, se transforman 90 km/h a m/s, asf:

berry 90 -1-10°m N _ ‘ _
90 8 = . T Se utilizan las equivalencias anteriores.
— 90m S sl | ; ilizand
= e simplifican las expresiones utilizando

las propiedades de la potenciacion.

= Xl —— — Se realiza la division correspondiente.

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento numérico

Ejercitacion

o Escribe cada ndmero en notacion cientifica.

1. 58934000000 . 0,00026
97000000000 <. 396000000 000
0,0419 f. 215000

2. 0,000000000325 . 921560000000
0,0000000659 . 634000000

o Escribe cada nimero en notacion decimal.

. 6278+ 1077 b. 6 - 10
9,999 - 107° d. 2721 1¢¢
70 w1 f. 855+ 1073
45678 + 107° 1290

o Uriliza la notacion cientifica, las propiedades de las
. potencias y la calculadora para obtener el resultado
de las siguientes operaciones.

a. (7.2 - 1079)(1,806 - 107?)
. (3542 -107¢p
(505 - 10%)?
(0,0000162)(0,01582)
(594621000)(0,0058)
(73,1)(1,6341 - 10%)
(0,0000000019)

e (72 - 10%)(8,61 - 10™)

Comunicacion

o Completa la Tabla 1.11.

> ; Radio en metros
Objeto . e
Decimal N. cientifica
La Luna 1740000
Atomo de 125 - 10-10
plata
Huevo de pez 00028
globo
Jupiter 7,149 - 107
Aomode 0000000182
aluminio
Marte 3,397 - 10°
Tabla 1.11

Resolucion de problemas

o Si la velocidad de la luz es 3 < 10° m/seg, jcuanto
& tarda en recorrer 15 km?

o Un bebé recién nacido tiene cerca de 26 000000000
o células. Un adulto tiene cerca de 4,94 + 10" células.
;Cuantas células mas tiene un adulto que un recién
nacido? Escribe la respuesta en notacion cientifica.

o El area total de terreno en la Tierra es aproximada-
& mente 6+ 107 millas cuadradas. El area total de terre-
no de Australia es cerca de 3 - 10° millas cuadradas.
Aproximadamente, jcuantas veces es mayor el area
total del terreno en la Tierra que en Australia?

Evalvacion del aprendizaje

0 Analiza y responde.
w

2. ¢Cudl de las siguientes medidas no se deberfa
escribir en notacion cientifica: nimero de
estrellas en una galaxia, nimero de granos de
arena en una playa, velocidad de un carro, o
poblacion de un pais?

5. jElnimero 0,9 - 107° esté escrito correcta-
mente en notacion cientifica? ;Por qué?

¢ ;Qué diferencia hay en el exponente de la
potencia de 10 cuando escribes un nimero
entre 0y T en notacion cientifica y cuando
escribes un nimero mayor que 1 en notacion

cientifica?

lidad .

2 s@'ﬁua yla C’Ud
a2

L} QQ

O

&
61)(" La poblacién mundial actual es de aproximada-
Y mente 7300000000 y se estima que en el 2030
sera de 8 500000 000. Escribe estos valores en no-

tacion cientifica.

Menciona los tipos de relaciones que per-
miten que la poblacion mundial crezca
cada afio.

%, %

23
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RN
- Erro

[/ = Radicales

Saleres previos

Degcribe como a partir del area de
un cuadrado puedes determinar la
longitud de su lado.

: Andrés estd hallando los valores
. de algunas raices en la calculadora.
Cud
. la pantalla “Math Error”.

ndo digita Y-8, le aparece en

lul es el significado de “Math
r" para esta raiz?

7.1 Raiz n-ésima de un namero real

Cuando Andrés digita {/—g en la calculadora, el aviso “Math Error” que aparece
en la pantalla, significa que hay un error matemético o que el resultado no est4
definido en los nlmeros reales.

En este caso, se deduce que la raiz cuarta de —8 no existe porque no hay un
numero real que multiplicado cuatro veces por si mismo dé como resultado
—8. Por lo tanto, /-8 no esta definida en los nlimeros reales.

Sin € Z*, entonces la raiz n-ésima de un ndmero real a se define como:
Ya=b significaque b'=a.
Sines par, se debe tener quea =0y b = 0.

Ejemplo 1
El nimero de raices reales que tiene un niimero real depende del signo del

radicando y de si el indice es par o impar. Ten en cuenta la informaciéon de
la Tabla 1.12.

Ntimero de

indice Radicando
raices reales

Ejemplos

e §o
Cualquier ~ Unade igual /128 = 2, porque 27 = 128
Impar  nimero  signoqueel  {/~3125 = —5, porque (—5)° = —3125

real radicando 35 =0, porque 0= 0
. . 42041 = £ 7, porque 7 = 2041
Positivo Dos raices 0 (=7)'= 2041
Par Nulo Unaraiznula 3fg =0, porque 0* = 0

No existen  {/—g & R, porque no existe un niimero

Negativo ; :
8 raices reales  real que elevado ala 4 dé —8.

Tabla 1.12

V=27 +
3256

zan las operaciones indicadas, asf:

Para resolver la expresion se calculan las rafces y luego se reali-

27 +%0 _ =341

Y256 2
Como en el denominador hay dos resultados posibles, entonces la expresién
, : -3+ -3+
tiene dos soluciones: —% =—1y —%— =1

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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7.2 Potencias con exponente fraccionario

Toda potencia con exponente fraccionario puede escribirse como un radi-
cal. Simn € Z,n ¥ 0ya € R, se cumple que:

(a)? = &g

Ejemplo 3
Identifica los valores de las incognitas x, w y k, en las siguientes expresiones:
a X i
814 = X (—343)w — —7 yks —] —5
Se representan estas potencias como expresiones radicales, ast:
1
g1t =x=4g1=x
1
(—343)w = —7 = yf—343 =—7
1
B=-5%==5
De esta manera, se identifica el valor de las incognitas. Luego:

Ys1=x=x=3

=7 w=3

k= —5=k=—3125

7.3 Radicales equivalentes

Dos o mas radicales son equivalentes si sus potencias correspondientes tie-
nen la misma base y el mismo exponente.

Ejemplo 4

Los radicales 3/35% y ¥/35® son equivalentes porque al escribirlos en forma de
potencia sus bases y exponentes son iguales. Observa:

s % §
35" = 353 ¥35% =357 =353

Ejemplo 5

Para encontrar radicales equivalentes a /s se amplifican o simplifican el
indice y el exponente del radicando por un mismo niimero mayor que 1, asi:

- Si se amplifica por 6, se obtiene el radical equivalente 3/5°.

- . e - " * 1
- Si se simplifica por 2, se obtiene el radical equivalente , }55.

Pensamiento numérico
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7.4 Reduccion de radicales a indice comin

Reducir a indice comin dos o més radicales es encontrar radicales equiva-
lentes a los dados que tengan el mismo indice.

Ejemplo 6

Para reducir a indice comdn los radicales /2m, 3/2° - (3t)’, /2 > 3’ se llevan

a cabo los siguientes pasos:

o Se halla el minimo comun mltiplo entre los indices: m.c.m. (2, 3, 4) = 12
Este sera el indice comun para todos los radicales.

« Se divide el m. c. m. hallado por cada uno de los indices de los radicales; es
decir, entre 2,3 y 4.

» Cada resultado (6, 4 y 3), se multiplica por los exponentes correspondien-
tes en los radicandos, ast:

2 (2m)6 L yo* -3

De esta forma, los radicales obtenidos son equivalentes a los dados y son
reducidos a indice comun.

7.5 Racionalizacion

La racionalizacion es un proceso en el que se elimina la parte radical en el
denominador de una expresion.

Ejemplo 7
Para racionalizar la expresion -{73_-}7 cuyo indice del radical es 3, se amplifica
9

la fraccion por un factor que elimine el radical en el denominador. Es decir, se
busca un factor racionalizante que multiplicado por /9h dé como resulta-

do 3h. En este caso el factor es 3f3? porque 3/3?p - 3f3n? = 34 Al racionalizar
la expresion se obtiene:

3h @_Bh'i/;;:@

3||32h 3ﬂ3h2 - 3h
Ejemplo 8
Para racionalizar la expresion J_3TX\/5 , donde el denominador es un bino-
X

mio, la fraccion se amplifica por el conjugado del denominador, es decir, por
el binomio con signo opuesto en el segundo término: vx —+/2 . La raciona-
lizacion se hace asi:

3x  x=+2_ 3x(vx —+2) _3(Vx—+2)
Vx+\2 =2 (\/;)2_\/;.\/5_,_\5,\/;_(\5]3 x—2

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Pensamiento numérico

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Simplifica cada expresion.
B! 2 a
a.Y-32+ (-1 b. —42 — 3/—243

i
/ s )
'IOT\/% d. —64? - /100
0

o Halla dos radicales equivalentes a cada radical.

= a. Q/S_X b. ! (76\’)22
& 1
C (27h); d. 563

e.q [ET f [ﬁf
2 5
o Reduce a indice comun los siguientes radicales.
b 45,235,487
d.4fsa’x’ , $3a’b"

Razonamiento

o Determina qué nimero es mayor en cada par de
@ expresiones. Evita usar calculadora.

1 1

(e

1 1

b.72 0 23

o Racionaliza cada expresion.

e 4ab | h
d., T p—/—/—— )
3x2y323b X+h_\/;
m’n x | Jym+1
L LI D —————~—————
Ezqm?n(’x T—=wli=t"1
3ab’ ' X
< I.
ab’® X 4+1—x
T+ x 2

Resolucion de problemas

o Cerca de la superficie terrestre, el tiempo t que tarda
A un objeto en caer una distancia d, esta dado por la
1

T =
expresion t = Zdz’ donde t se mide en segundos y
d se mide en pies. Halla el tiempo que tardara un

objeto en caer 100 pies.

o La relacién entre el radio r de una esfera y su area

A ; :
total Aesr = (E] .;Cudl es el radio de una esfera

que tiene un area total de 641 unidades cuadradas?

Evalvacion del aprendizaje

o Completa la Tabla 1.13. Luego, responde.
w

1

1 1]n
n n el
2 2

5
10
100
Tabla 113

2. (Qué sucede con la raiz n-ésima de 2 cuando n
se incrementa?

" p i 1
b. ;Qué sucede con la raiz n-ésima de ry cuando
n se incrementa?’

0 Escribe F si la proposicion es falsa o V si es verda-
& dera.

a. Racionalizar significa eliminar todos los radi-
cales de una expresion.

b. Solo las expresiones con radicales de indice 2
se pueden racionalizar.

c. El factor racionalizante es una expresién que
permite eliminar un radical.

d. El conjugado de un binomio es otro binomio
CON SIgNOS Negativos.
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CEl
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ido es sensible a una amplia va-

lad de intensidades de sonido.
nivel de intensidad B, medido
decibeles (dB), se define como:

B =10log !l

0

1de [ es la intensidad del soni-

medida en vatios por metro
drado (W/m?) y I, es la menor

nsidad del sonido que puede
ectar un oido humano: 107"

m?Z.

- 1

o

i

ncuentra el nivel de intensidad
e una turbina de avion duran-
> el despegue si la intensidad es
DO W/m?2

.....................................

Logaritmo de un nimero real

El nivel de intensidad B de una turbina de avién durante el despegue, si la in-
tensidad es 100 W/m?, se obtiene sustituyendo este valor y el de | en la férmula
de nivel de intensidad, as:

107
10—12

B =10log = 10 log10™ = 140 dB

Por lo tanto, el nivel de intensidad es 140 dB.

El logaritmo de un nimero x de base a es un nimero y al cual se eleva la
base a para obtener la potencia x, es decir:

log x=y siysolosi a@=x cona>0yag+1

Sien la expresion "log" no aparece el nimero que sefiala la base, significa que
el logaritmo es en base 10.

Al calcular los logaritmos log, 125, log100000 y log, é se obtiene que:
» log, 125 = 3, porque 5° = 125
« log100000 = 5, porque 10° = 100000

= —3, porque 4™ = <

1
elog —
& 64 64

8.1 Propiedades de los logaritmos

Para todo g, x, y € R* se verifican las propiedades de los logaritmos, defi-
nidas en la Tabla 1.14.

Propiedad Ejemplos

log x+y =log x + log_ y log,9 - 81 = log, 9 + log, 81

X 5
log, i log, x — log, y log, BT log. 5 — log, 125

log ¥ =y log, x log, 343° = 5 - log, 343

log, 1 =0, (paraa * 0) log,,1=10
log,a = 1 log,. 15 =1
Tabla 1.14
;q. '.. . 2

Silog 2 = 0,3, halla los logaritmos decimales de 20; 5y 0,2.

Se escriben los nlimeros en funcién de potencias de 2 y de 10 (la base):
o log20=log(2-10) = log(2) + log(10) =03+ 1=13

o log5=log(10+2)=log(10)—log(2)=1-03=07

e log02 =log(2+ 10) = log(2) — log (10) =03 — 1= —0,7

MATEMATICAS @ EDICIONES SM
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8.2 Cambio de base

Para cambiar la base de un logaritmo se utiliza la siguiente férmula:
log, x
log , a

log, x =

Ejemplo 3

Para demostrar que la férmula de cambio de base de un logaritmo es vélida,
se parte de la definicion de logaritmo:

log x=y

« Luego se escribe esta expresion en forma exponencial y se toma el logarit-
mo, con base b, en cada lado de la igualdad, asf:

@ = x—log (@) = log, x
« Se aplican las propiedades correspondientes y se despeja y para obtener:
log, x

y +log, a = log, x y= o8, 4

Ejemplo 4
Para calcular log, 15, se escribe en funcion de logaritmos en base 10. Llaman-
do b al logaritmo buscado, se tiene que:
b = log,15siy solosi 2° = 15
« Se calcula el logaritmo decimal de ambos lados de la igualdad y se aplican
las propiedades de los logaritmos. Entonces:
log2® =log15  b-log2=1log15  log,15-log2 = log15
« Se despeja y se hacen los calculos correspondientes, asf:

log15 _ 1,176 _ 3907

log 15 =
- log 2 0301

El logaritmo de base e se llama logaritmo natural y se denota con In. Es decir,
log x = In x, donde e es el nimero irracional trascendente 2,718281..., también
llamado constante de Euler o constante de Napier.

Ejemplo 5
Para cambiar In20 a base 10 se aplica la formula, asf:
In20 = 19820 ~ 5996

log e

En la calculadora solo es posible obtener resultados de logaritmos en base 10y
g por ello, es necesario primero cambiar la base de un logaritmo a estas bases.

Pensamiento numérico
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Ejemplo 6

El cambio de base del log, 345 a base 10 y e se muestra en la Tabla 1.15.

A base 10 Abasee
_ log 345 _ In345
log 345 = =22 log 345 =
% log 5 & In5
= 3,6308 = 36308

Tabla 1.15
Se observa que el resultado aproximado de log 345 es 3,6308.

8.3 Paso de una expresion algebraica a una logaritmica
y viceversa

Para convertir una expresion algebraica a una logaritmica se aplica el loga-
ritmo en la base escogida a ambos lados de la igualdad y luego se utilizan las
propiedades de los logaritmos.

Ejemplo 7
%

i i . m A
Para convertir la expresion algebraica R =— J_ a una logaritmica natural
se procede asf: EVe

InRzlnm

InR=|nm3—lnt7—|n\/§
INnR=3:Inm—7-Int— %Ing

Para convertir algunas expresiones logaritmicas a algebraicas se aplican las
propiedades de los logaritmos en sentido inverso.

Ejemplo 8
La expresion logaritmica log M = %Iogsf9 + log f*— %Iog5 k se trans-
forma en una algebraica as:
logM = —log, f* + log, f*— —~log, k
gs - 3 Oggf Ogsf 5 Ogs
log M = log, f*+ log, f*— log, Jk
logM = log, (f* - f°) — log, \Jk

-

]
logM = Iogs% — M=

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento numérico

Ejercitacion

o Expresa cada logaritmo en forma exponencial.

dainx—1=4 b.lny=5
2 | A
C log4 = 5 logz[g} = w3
log. 1=10 £ log O1=—1

o Escribe cada potencia en forma logaritmica.

Mo, s b. 10 ~* = 00001
g1z =g d. 473 =0,125
8= L (2=t
8 8

o Halla el valor de cada logaritmo.

= a.log,9 0. log, 64
¢ log, 5 d. log, 3
e log, 1 " log, 3

o Aplica las propiedades de los logaritmos para sim-
1 plificar cada expresion logaritmica.

a. log12 + %Iog? — log2
b. log,5 + 5log, 2

c.log,b +clog,d—rlog s
d log,A + log, B — 2log, C

e.2(log, x + 2log, y — 3 log, 2)
Resolucion de problemas

o La edad de un objeto antiguo puede determinarse

A por la cantidad de carbono 14 radiactivo que per-
manece en €él. Si D es la cantidad original de carbo-
no 14y D es la cantidad restante, entonces la edad
A del objeto (en afos) se determina por:

D
A= —8267In [D—OJ

Encuentra la edad de un objeto si la cantidad D de
carbono 14 que permanece en él es el 73% de la
cantidad original D,

o La magnitud de un terremoto segln la escala de
. . /

A Richter se determina por M = log?, donde [ es la

intensidad vy S, la intensidad estandar. Si un sismo

tiene M = 65, jcudl es la magnitud de otro sismo
con intensidad 35 veces mayor?

\ \ p
A0\ i
)
- ’;\
J/ |
\ 33
oY e

o El pH de wuna sustancia esta dado por

A pH = —log [H"], donde [H"] es la concentracién
de los iones de hidrégeno medida en moles por li-
tro (M). Las sustancias con un pH = 7 son neutras,
con pH < 7 son dcidas y con pH > 7 son bdsicas.

2. En una muestra de sangre humana se encontrd
que [H*] = 3,16 -107® M. Determina el pH y
clasificalo.

b La lluvia mas acida medida en la historia tuvo un
pH de 2,4. Determina la concentracién de iones
de hidrogeno.

¢ La concentracion de iones de hidrogeno en cla-
ras de huevo frescas es 1,3 - 107® M. Determina
su pH vy clasifica la sustancia.

Evalvacion del aprendizaje

0 Urtiliza las propiedades de los logaritmos y calcula.
W
XZ
a. log3fx? +1 b. log | —
vz’
c.In Jab d. In/3r's
| B Lo _a
. g 25 . g b4\/z
L J
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Practica mas _

Ndmeros reales | Potencias con exponente entero
Comunicacion | Ejercitacion
@ Completa la Tabla 1.16, © simplifica cada una de las siguientes expresiones.
. % Ty Tl 2, C4 =35 _— —Z.
Fraccion Decimal Fraccion Clasificacion ®a55+(55) b.57+ 5%+ (57%- 59
generatriz
3 1 2—5. 35 n 5—2 d 2—5 ¥ 35
_ 48 & iy * o797
= 2585 2+3
R
_3% m™ fen? 2" (23) S
48 & a ol
m}.‘n " nl 4 ‘[5 25 27
2
55 y—3. 7w h 53. 34
Tabla 116 | & Yoz w? T

Ubica cada conjunto de nimeros en la recta numé-

@ | rica y ordénalos de menor a mayor. Radicales

o 1 58 B Ejercitacion
a = Lo, 40 TN T, ; . ; ;
2 o Escribe dos radicales equivalentes a cada radical.

4
b. —m; — o N2 2B N2 P .5
¢ =20 %; —J318 ¢ d. s

; 4 ) : Escribe cada radical como una potencia.
e Da ejemplos de niimeros segun la condicion. o P

= 3
® | a. Enteros y naturales (/5 . ,f(%)
: d. .
b. Racionales y enteros
v 5
c. Reales e irracionales (_ i)
c. (=37 ad 7

d. Enteros negativos y naturales

o Representa en la recta numeérica los siguientes inter- | Logaritmo de un namero real

# | valos. Identifica el centro y el radio. Ejercitacion
a. |x| =22 b.—7=Zx<—~Jz o Halla los siguientes logaritmos.
c. [~ 2m) d. [—\EI 1, a] $ a log, 64 b. Iog381
e.|x+5 =15 f—s|=-15 c. log,64 d.log,025
| e. log (—16) f. log,1

Resplucion de problemas

o En la Figura 1.13 se muestra una circunferencia ins- g- log, 50 h.log, 14

# | crita en un cuadrado de diagonal 5/2.
@ Encuentra el valor de cada logaritmo.

\ ‘ ® a log,17 b. log,12
5.2 ; c. log.10 d.log(x - y)
/ f e. log,(2°) f. log,12
. = Figura 1.13 .

g. log,(¥* - y°) h.log,(x* <+ y?)
;Cual es el radio de la circunferencia? i log,27 j. log,(¢")
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decimales de fracciones de la forma

Estrategia: Seguir un método

2 4
T ° 0333., 3 = 0,666.., 7 = 1,333 B

= 1,666.., ;qué regularidades hay en las expresiones

a
5 cuando a no es

multiplo de 37

;Qué datos da el enunciado?

;Qué debes hallar?

Se identifica el periodo de cada fraccion.

Se expresan las fracciones impropias cuyo denomina-
dor es 3 como la suma de una fraccion con un nimero
entero y se encuentra una regularidad.

1 g 2 ;
En 3 el periodo es 3y en 3 el periodo es 6. Las de-
mas fracciones tienen una expresion decimal infinita
con periodo 3 0 6.

En las fracciones impropias se observa:

S =17 =14 7 =1+033

3 - 3 - 3 - f] 3...

5 2 2
?—1§—1+-3“—1+0.666...

Cuando % es la suma de un nimero entero y la frac-

cion 3, la expresion decimal tiene periodo 3. Cuan-
_— 2 . ,
do la parte fraccionaria es 3 la expresion decimal

tiene periodo 6.

Verifen con b fracciones. 2 & 16 1719
ermnca con Ias rraccones: LT Yy 3 -

Aplica la estrategia

;Cual es la regla general que permite determinar
la expresion decimal de un nimero racional de

a Gl e
la forma 1 cuando el numerador no es multi-
plo de 47

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

En cierto experimento se observé que la varia-
cion de una poblacion de bacterias es:

A las 800 a. m. se inicia con una bacteria.
A las 9:00 a. m. hay tres bacterias.
A las 10:00 a. m. hay cinco bacterias.

A las 11:00 a. m. hay siete bacterias.

:Como se puede generalizar la variacién de la
poblacion de bacterias?

Formula problemas

Inventa un problema que involucre los datos de
la Tabla 1.17.

Horas Bacterias
1 1
2 4
3 9
4 1
Tabla 1.17

Enriquece tu vocabulario

« Escribe las diferencias entre nimeros irracio-
nales algebraicos y trascendentes.

w
(%]



Evaluacion del aprendizaje

Ntmeros reales. Propiedades y relaciones Resolucion de problemas
Razonamiento o La temperatura media en Montreal durante un afio

Determina si las afirmaciones son verdaderas (V) o | % Semuestraen la Figura 1.14. Utiliza la formula de dis-
falsas (F). ‘ tancia con valor absoluto para hallar el aumento en

_ . . N rados centigrados entre los meses de enero a julio.
a. Existen infinitos ndmeros irracionales. () & 8 A J_ B
b. Todo nimero decimal es un nmero real. () .
Temperatura media - Montreal
= o 7 ’ 25 i 2
¢. La expresion — 5 & unndmero real. () |
d. El nmero 0 es racional. A |
e. Entre dos nlimeros racionales siempre existe
un nimero irracional. ()
f. Ningun ndmero racional es irracional. -
. . F | —-15 —
o Aplica las propiedades de los nimeros reales y de- | A Al Ao Septic Nivle

#& termina sila siguiente igualdad siempre se cumple. Figura 1,14
. o o La escala numeérica de evaluacion por desempe-
—a R & N0os en una institucion educativa se presenta en la
Tabla 1.18.

Justifica tu respuesta.
i Nivel de desempefio  Escala numérica

o Compara los niimeros dados en cada caso. Escribe | Bajo 10229
& =, <o >,segln corresponda. ; Basico 10239
a. =( )os b. (" )19 Alto 40245
% Superior 46250
3 173 d ([ )-224 bR
; ; a. ;Qué tipo de intervalo representa la escala numé-
e.9 J80 f—7 - ?3 | rica de cada desempefio? Haz la gréfica.

b. Si un estudiante obtiene 3,94 en su promedio bi-
o Aplica las propiedades de las relaciones de orden mestral, jqué desempefio obtiene?
#| entre los nimeros reales y completa las expresiones

con los simbolos <, > o0 =. Fu i
‘ Ejercitacion
‘1.Sia=3yb=2:—1 uy i . o :
I\ 2 o Resuelve las siguientes operaciones. Di qué propie-

b.Si9-z< 0=>z 0 # dades utilizaste en cada caso.

J.‘E—F\E—i
2 :

Operaciones con niimeros reales

La|recta real

Mddelacion b.v2 + VB —0595

o Relaciona las expresiones equivalentes. __ ‘ e B o

- I o szl c. < —0086 )
b.5+x= —3 . [-8 ) A5+ L1 §
Cx—10=0 o =g, ; ° %
dx+3< -3 ¢ (—o0, —3) | e. 2~ 20 Tl %




Potencias con exponente entero

Ejercitacion
o Calcula mentalmente las siguientes expresiones apli-

#& cando las propiedades de los exponentes.
18°

= 0 - (0,5)°

@ Simplifica la expresion — 82+ 47* + 3°.
w

Razonamiento

0 Selecciona la expresion que se obtiene al simplificar

24 — 323
e
la fraccion 4 :

Wwyrizt
1 ; 1
A, e b.
Xl? yQZB y9zll
C. X‘IZ y‘)zﬂ d X‘I2 y‘)

Resolucion de problemas

En matematicas financieras, la expresion

& F = p(1 + i) determina el valor futuro F de una
cantidad inicial p a una tasa de interés por periodo |
dentro de n periodos. Si se depositan en una cuenta
$ 350000 a un interés mensual de 0,25%, determina
el valor futuro después de tres afos.

Notacion cientifica

Razonamiento

@ Lee y resuelve.

% La distancia en el espacio se mide en afos luz. Un
afo luz es la distancia que recorre un rayo de luz en
un afio. Si la velocidad de la luz es de aproximada-
mente 300000 m/s, determina los metros recorridos
en un afio luz.

@ Elige la expresion que resulta de expresar, en miligra-
& mos, la masa de un protén (1,68 <1077 kg).

168 - 107* mg
c. 1,68 - 10" ¥ mg

b. 1,68 - 107* mg
d. 1,68 -+ 107" mg

Resolucion de problemas

@ Sara puede digitar cerca de 40 palabras por minuto.
& :Cuantas horas le tomard digitar un texto de 2,6 * 10°
palabras?

MATEMATICAS © EDICIONES SM

@ Un cabello humano tiene un ancho aproximado de
& 65 107 mm. ;Cudl es el ancho del cabello escrito
en notacion decimal?

Radicales
Comunicacion

Q Escribe los radicales en forma de potencia con expo-
& nente fraccionario o viceversa, en la Tabla 1.19.

‘ Radical

Potencia
A
J5
‘ 3 72
2
43
_3
T
5 53

‘ Tabla 1.719

Logaritmo de un namero real
Ejercitacion
@ Usa la formula para cambio de base y una calculado-

& ra para hallar cada logaritmo. Aproximalo a cuatro
cifras decimales.

' . log, 89 . log, 26
‘ ¢ log, 18 d. log, 91
- log, 89 . log, 26

. log, 82 h. log, 81

log, 64 . log, 987

Resolucion de problemas

‘ @ Una familia de bacterias se divide cada tres horas.
& Una colonia comienza con 50 bacterias, y el tiempo

t (en horas) requerido para que la colonia crezca N

N
'08( 50)
log 2

bacterias se expresa como t = 3

;Cuanto tiempo se requiere para que la colonia crezca
a un millén de bacterias? £ PROBLE

I



Circunferencia. Razones
trigonomeétricas

N

‘ ‘o N \‘\‘ \\ ‘I‘
AR Y

R




R —
B N

« |dentificar postulados y axio- .« Ausar diversos métodos de « Asociar la solucion de triangu-
mas basicos de la geometria. demostracién matematica. los rectangulos con fendme-

nos como el calculo de dis-
tancias y alturas, entre otras.

» Clasificar triangulos y « A calcular razones
describirlos. trigonométricas.




o El proceso de la demostracion

beres previos [ Conoce |

Lamaméa de Rafael le da la siguiente ~ Marfa Fernanda debe demostrar de manera general lo que afirma. Debe tener

o Ejemplo 1
En el enunciado “Toda recta | paralela a un lado de un tridngulo divide a los
otros dos lados en segmentos proporcionales’, se identifica que:

- instruccion: “Tiende la cama o lava  claro cudl es su suposicién y qué quiere demostrar. Ella supone que a y b son
2 T ropa’. Si Rafael decide lavar su ~ nmeros impares y debe demostrar que a + b es un niimero par.

wvi

g ropa, jpuedes afirmar que hizo lo

c que su mama le ordené? ;Qué va- La proposicion o sentencia que se supone cierta se denomina hipétesis y la
v ’ .y s u .

E loride verdad tendrfa la afirmacion? proposicion que se va a demostrar se denomina tesis.

m

wvi

=

[V}

o.

¢ Marfa Fernanda afirma que si se su-
. man dos nimeros impares a y b, el
restltado es un numero par.

* Hipotesis: | es una recta paralela a un lado de un tridngulo.

« Tesis: la recta | divide a los otros dos lados del tridngulo en segmentos
proporcionales.

~

Una demostracion consiste en un conjunto de supuestos, llamados axio-
mas o premisas, que se combinan de acuerdo con las reglas logicas, para
deducir, como conclusién, la proposicion que se esta demostrando.

\ Una demostracion consta de la proposicion, cuya validez se desea probar; los
' fundamentos, que seran utilizados como base de la demostracion, y la aplica-
cion de las reglas de inferencia para construir una cadena de razonamientos
que conduzcan hasta la conclusion.

.« ;Qué estd suponiendo Maria Fer-
nanda y qué quiere probar?

1.1 Elementos que sustentan la demostracion
Entre los fundamentos que sustentan una demostracién, se consideran:

* Las definiciones de los elementos que entran en juego en la demostracién.
Una definicion es un enunciado que especifica las caracteristicas de un obje-
to de manera que pueda identificarse y diferenciarse de otros.

» Los axiomas y postulados que corresponden a las proposiciones que se to-
man como ciertas en el area de estudio.

» Los teoremas o tesis que han sido demostrados con anterioridad.

» Las reglas de inferencia logica.

Sip,qy rson proposiciones cualesquiera, algunas reglas de inferencia son:

» Modus ponendo ponens (p—>g) A p—>ogq

» Modus tollendo tollens =g A ~q—>~p .
» Silogismo hipotético =9 A@g—>r)>(p—r) g
+ Doble negacion ~(~p) = p %
* Modus tollendo ponens (bvag A ~p—q %
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En el enunciado “Toda recta paralela a un lado de un tridngulo divide a los
otros dos lados en segmentos proporcionales’, se involucran: las definicio-
nes de "triangulo”, "rectas paralelas’ y "razon entre segmentos proporciona-
les"; el axioma “Por un punto exterior a una recta se puede trazar una Unica
recta paralela a la recta’; el teorema “Los segmentos que se generan en dos
rectas transversales, al ser cortadas por rectas paralelas, son proporcionales’;
y, las reglas de inferencia logica modus ponendo ponens, modus tollendo
tollens y modus tollendo ponens.

1.2 Método directo de demostracion

El método directo de demostracién es un método de razonamiento en el
cual, si se tiene una secuencia de proposiciones P, P, .., P, de manera que
P—=»P,P,—P,...P, .~ P, sepuedeconciuirgueP P,

Una proposicién condicional es una proposicion resultante de unir dos pro-
posiciones p y g mediante la forma "Si..., entonces". Se simboliza como p — g.

Para probar que en un AABC, mX.A + m4.B + mX.C = 1809, se construye

una tabla de afirmaciones y justificaciones (Tabla 2.1) y una figura auxiliar. 4 rC‘ ; 4
Afirmacion Justificacion /
Se traza XY, que pasa por Cyes Por un punto exterior a una recta pasa f
\ paralelaa AB. una paralela a esta (Figura 2.1). e =%
MAXCY = 180° Un angulo de lados colineales mide Ll
180°.

mx 1+ mx2+ mAC=mXXCY Teorema de laadicion de angulos.
mz.1+ mx2 + mxC=180° Propiedad transitiva de la igualdad.

Los angulos alternos internos entre
paralelas son congruentes.

mXA + mxB+ mxC= 180° Principio de sustitucion.

mMAT=mABymxA2=mxXA

fabla 2.1

1.3 Método indirecto de demostracion

El método indirecto de demostracion es una forma de razonamiento que
consiste en:

1. Negar la tesis del enunciado.
2. Suponer cierta la negacion de la tesis.

3. Elaborar una cadena de razonamientos que se siguen légicamente de la
negacion de la tesis.

MATEMATICAS © EDICIONES SM

4. Obtener una contradiccion y afirmar la tesis inicial.
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El proceso de la demostracion

A

I I,

8 5
| Figura 2.2

Figura 2.3

P e -

8 Giemplo &

Parademostrar que "Si dos rectas coplanares /. y I, son tales que T; 1 TenA y
l, L I enB,entonces I, Il ],"(Figura 2.2), se niega la tesis suponiendo que las

rectas se intersecan en un punto R (Figura 2.3). Asi, se tiene que:
Afirmacién Justificacion
[ intersecaal, en R Dado (nueva hipéresis)
l,pasaporRyl LI  Dado (nueva hipétesis)

l,pasaporRyl, L/  Dado (nueva hipbtesis) Tabla 22

Se tendrian entonces dos rectas perpendiculares a | que pasan por R, lo cual
es imposible pues “desde un punto exterior a una recta dada hay a lo sumo
una perpendicular a la recta dada”. De lo anterior, se concluye que T, || 1, .

1.4 Método de refutacion por contraejemplo

El método de refutacion por contraejemplo consiste en probar la falsedad
de una proposicién, mostrando un caso o un ejemplo de un individuo o una
situacion para el que no se cumple la afirmacion.

Para utilizar este método se examina el contenido de la proposicién y se busca
una sentencia que niegue o contradiga lo que se afirma, es decir, se halla un
contraejemplo.

P e e e e e e e e e e e

i
I

§ iemplos |

El teorema de Tales enuncia lo siguiente:

Si‘la transversal t, corta a las rectas paralelas I, 1, ylen A By C respecti-

vamente, y la transversal t, lo hace en D, E y F, respectivamente, entonces
AB _ BC

DE EF°

Este teorema se demuestra por el méto-

do directo como se muestra a continua- , »4/ \D
i i . 2 uy '

cion. Siu es una unidad de medida talque / ------------------ \

AB = xu y BC = yu, y se trazan paralelas 4,

a I, por los puntos donde se toma cada

unidad u, entonces DE y EF quedan divi-
didos en segmentos de medidas igualesa *"C / \F
u' (Figura 2.4). Figura 2.4

Luego:ﬁzﬂ &=&’—,As;’;ﬁ=i BPE ¥

BC  wu Y EF T BC y VEF Ty

Por lo tanto, por transitividad, se obtiene que on

BC
AB _ BC
lente a DE = B

= % que es equiva-

MATEMATICAS © EDICIONES S
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

&

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o Amanda observa que cada vez que traza las diago-

@ nales de un cuadrado, estas resultan ser perpendi-
culares. Ella quiere probar que esta es una propie-
dad de todos los cuadrados.

a. ;Cudl es el enunciado que debe demostrar?

b. ¢Cudl es la hipotesis y cual la tesis?

OReaIiza una construccion geométrica para cada
A enunciado y plantea la proposicion condicional co-
rrespondiente.

a. Dos triangulos son congruentes si tienen dos
angulos respectivamente congruentes.

b. En todo rectangulo se tiene que las diagonales
sSON congruentes.

¢ En un tridngulo isosceles, los angulos opuestos a
los lados congruentes también son congruentes.

o Demuestra las siguientes proposiciones por el mé-
# todo indirecto.

2. Sixy y son enteros positivos y xy es un numero
impar, entonces x y y son impares.

b. Dadas dos rectas cortadas por una secante, si
dos angulos alternos internos entre estas son
congruentes, entonces las rectas son paralelas.

. d, by cson nimeros enteros positivos. Si
ac < bc, entonces a < b.

d.Sia € Nya?es impar, entonces a es impar.

¥ suponque T I T,

x| \8&m
- B/ﬂ k".,\F -1
10 mlll- \1 6m
| A
i F I,
| \
' 1

Figura 2.5

o Calcula la medida del segmento AB en la Figura 2.5.

Modelacion
o Elige el contraejemplo para la afirmacion dada en
$ cada caso.

2. El cuadrado de todo nlimero entero es un nu-

mero par.
22=4 3¥=9 (—6) =36
b. Todo nimero par es divisible entre 4.
16+4=4 10+4=25 9+4=225
. Ningun nimero primo que sea mayor que 10
termina en 9.
5 49 58

Resolucion de problemas

o Propon un contraejemplo para cada afirmacion.

A Sidos triangulos rectangulos tienen un angulo
agudo correspondiente congruente, entonces
son congruentes.

b. Si dos tridngulos tienen dos pares de lados con-
gruentes, ntonces son semejantes.

¢. Dos rectangulos que tengan igual perimetro
tienen igual area.

I Todo numero real es racional.

¢ Todos los triangulos rectangulos son congruen-
res.

Evalvacion del aprendizaje

o Demuestra por los métodos directo e indirecto

% que “Toda paralela a un lado de un triangulo que
divide a un lado en segmentos congruentes tam-
bién divide al otro en segmentos congruentes”.
Usa la Figura 2.6.

o>

Figura 2.4




9 Segmentos proporcionales

Saberes previos

Toma una fotograffa frontal conun  Se busca aqui una expresion algebraica a partir de la representacién grafica,

1)

E celylar al tablero de tu salén. Luego, 5% 4 Skt Bl 5B = 43

a mide el ancho y el largo real y en la _ | 5k |
8 fotagrafia del mismo. Compara las 14k = 42 I
S medlidas y escribe qué cambios ob- k=3 g
= servasen laforo. Entonces, las dimensiones del aparta- . [
e mentoson:2+3=6my5-3=15m. S
& Figura 2.7

om

: El ancho y el largo de un aparta-
: mento rectangular estan en rela-
: cibnde2as.

2.1 Razones y proporciones

Una razén es el cociente entre dos magnitudes comparables entre si. La ra-

: ’ a a (&
z6n a : b (a es a b) se escribe como 3 con b # 0. Cuando T =g e
forma una proporcién, donde a y d son los extremos y b y ¢ son los medios.

Ademads, se cumple que el producto de los extremos es igual al producto
de los medios, esdecira-d=b-c

g Eiemplo 1|
Las edades de Luis (L), Maria (M) y Jorge (f) suman 70 afios y son proporcio-

nales a 1,2 y 4, respectivamente. Si k es una constante de proporcionalidad,
se tiene que:

.« Silel perimetro del apartamento
es|de 42 m, ;cudles son sus di-
mensiones?

........................................

Entonces, L = kK, M = 2k y | = 4k.

Como las tres edades suman 70 afios, entonces L + M + | = 70.
Por lo tanto, k + 2k + 4k = 70 = 7k = 70 = k = 10.

As, Luis tiene 10 afios, Maria tiene 20 afios y Jorge tiene 40 afios.

I
|
I
I
1
i
]
I
I
I
I
[ |
I
]
]
]
I
I
i

“

2.2 Segmentos proporcionales

Dos segmentos son proporcionales si sus medidas forman una proporcion.

Al comparar las medidas de los segmentos correspondientes en los dos rec-

! - 1
tangulos de las figuras 2.8 y 2.9, se obtiene que % — 1—2 .

Como 12 - 15 = 180 = 18 - 10, las medidas de los segmentos correspondien-
tes forman una proporcion; por lo tanto, los segmentos son proporcionales.

Jl 18 cm——k 3

g

Fl—12 cm—{G T

| i 15 cm o

10 ¢cm z

I | | :

Figura 2.8 £ H | I Figura 29 z
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Para elaborar los planos de una casa o los modelos para confeccionar una pren-

da de vestir, se hace indispensable hacer un dibujo.

No siempre se requiere dibujar un objeto en su tamario original; algunas veces
es necesario dibujarlo mas grande y otras, més pequefio. A este procedimiento
se le conoce con el nombre de dibujo a escala. Para realizar un dibujo a escala,
se establece una razén de proporcionalidad entre las medidas del dibujo y las

del objeto real.

A escala de 1: 1000y 1:5000 se pueden estudiar fenémenos de mucho de-
talle. Con escalas entre 1:5000 y 1: 20000 se pueden representar planos de
ciudades, mientras que con una escala entre 1:200000y 1: 1000000 se puede

hacer la representacion de un pafs.

Ejercitacion
o Compara las medidas de los segmentos correspon-
& dientes en los tridngulos de las figuras 2.10 y 2.11.

Indica si los segmentos comparados son proporcio-
nales. Justifica tus respuestas.

NS

13 ¢cm 9cm
6cm
1 Xy
A B A
Figura 2,10
b
| ¢
C 642 cm
3 cT
AR3 cm-IB A scm—oy 8
Figura 2.11

o Decide cuales de las siguientes igualdades son cier-
. tas. Explica por qué.

2 _ 8 L2 14

5 20 8 T 56

9 _3¥ IR I

6 24 Y5 T 25

3 W 2 13

12 T 48 137 5
3 _ 3 w A _ 3

o & 12 ~ 48 o TR T

Resolucion de problemas
o Resuelve los siguientes problemas.

& 4 Averigua cudles son las medidas de una hoja ta-
mano carta. ;Seran los lados de un rectangulo de
3 cm por 4 cm proporcionales a los lados de una
hoja de ese tamafio? ;Si el rectangulo mide 2,1
cm por 2,97 cm ocurre lo mismo?

5. Consulta acerca de las medias de una hoja A3y
de una hoja A5 y determina si sus lados corres-
pondientes son proporcionales.

Evaluacion del aprendizaje
.

0 Si las medidas de los lados de un triangulo rec-
# tingulo que estén en razén de 4 se duplican,
;cémo varia el perimetro original con respecto al

del nuevo triangulo? Haz una representacion gra-
fica que apoye tu respuesta.

. J
Sa\udable
N\
X
i
&0

El consumo de algunas sustancias psicoactivas
puede causar deformidades en tu rostro, cambios
en el peso o deterioro de los habitos de higiene.

Mide tu rostro y dibdjalo a escala. Varfa la
proporcion de la nariz en el dibujo que hicis-
te y observa como puede cambiar tu rostro.
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D Circunferencia

Saberes previos

;Qué objetos tienen una cara plana
cor| forma de circulo? Describe al-
gurjos de ellos.

iz

La Tierra no es esférica, por ello se

dice que tiene un radio medio de

© 6371 km. Si un satélite tiene una
: orbjta de 30000 km desde el cen-

tro de la Tierra (Figura 2.12), ;a qué
altura estd el satélite respecto de la
superficie de la Tierra?

Satélite

Radio

Radjo dela
de |p 6rbita Tierra
del satélite

Figura 2.72

Conoce

Para responder la pregunta, se debe restar de la longjtud del radio de la érbita del
satélite la longitud del radio medio de la Tierra, como se muestra a continuacion.

30000 km — 6371 km = 23629 km

Por lo tanto, el satélite estd a una altura aproximada de 23629 km de la Tierra.

Una circunferencia esté formada por los puntos del plano que estan a igual
distancia de un punto llamado centro. Tal distancia se denomina radio de
la circunferencia.

Una circunferencia separa el plano en tres
subconjuntos: el interior de la circunferencia,
el exterior de esta y la circunferencia propia-
mente dicha (Figura 2.13).

Exterior

Interior

. Circunferencia
Centro

La unién de la circunferencia y su interior se Figura 2.13

denomina circulo.

3.1 Elementos de la circunferencia

En la circunferencia con centro C se observan los siguientes elementos:
P

Radio: segmento que une el centro
de la circunferencia con cualquiera
de sus puntos.

En la Figura 2.14, AC, CM y CN son
radios.

Cuerda: segmento cuyos puntos ex-
tremos estan sobre la circunferencia,

En la Figura 214, MN y RP son

cuerdas. Figura 2.14

Diametro: cuerda que pasa por el
centro de la circunferencia.

Enla Figura 2.14, MN es un didmetro.

Arco: porcion continua de la
circunferencia.

En la Figura 2.14, MR es un arco.

Semicircunferencia: arco determinado por los extremos de un didmetro. En
la Figura 2.14, MN es una semicircunferencia.

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Pensamiento espacial

@T&ealiza todas las actividades en tu cuaderno )

Comunicacion

o Completa los enunciados a partir de los datos de las
1 figuras 2.15a 2.18.

a. 3,05 cm " -

A ; v 4

v B 13,6 cm

Figura 2,15

Figura 2.16
4 wf_cm N
/ \

Haura 217 Figura 2.18

a. Si el radio de la circunferencia A mide
entonces la longitud del diametro es

b. Puesto que el diametro de la circunferencia B es
de cm, su radio es de cm.

c. Comoel de la circunferencia C es de
&3 cm, entonces la longitud del es de
2\/5 cm.

d Siel
entonces el

de la circunferencia D es de \/5 cm,
mide Z\E cm.

Determina si cada una de las siguientes afirmacio-
1 nes es verdadera (V) o falsa (F).

2. Todas las cuerdas miden lo mismo.
b El radio mide la mitad del diametro.
¢. Una cuerda puede ser un radio.

c. El didmetro es la mayor de todas las
cuerdas posibles.

¢ El circulo es la parte del plano
encerrada por una circunferencia,
incluyendo la propia linea de la

l circunferencia.

©

o Explica con tus palabras la diferencia entre circunfe-
| renciay circulo.

o Identifica cada uno de los elementos de la circunfe-
& rencia de la Figura 2.19.

G
A B
L
D Figura 2.19

a. OC es

b. es un diametro.

- DEes

. El punto es el centro de la circunferencia.

Evalvacion del aprendizaje

0 Traza los elementos que se indican, en la circunfe-
#& rencia con centro en O (Figura 2.20).

Figura 2.20

2. Unarco AMN.
b. Una cuerda PQ.
. Un angulo central BOC.

<. Un arco RS.




Saberes previos

Ata a un extremo de un hilo de
50 cm un borrador. Tomalo del
otro extremo y hazlo girar alrede-
dor| de un punto fijo. Cuando el
movVimiento del borrador describa
unalcircunferencia, suelta la cuerda.
:COomo es la trayectoria del borra-
dorlal soltarlo?

Pensamiento espacial

|

: Observa la circunferencia con cen-
tro C y la recta de la Figura 2.21.
Explica qué relacién se puede esta-
blecer entre ellas.

R
et

Figura 2.21

Figura 2.22

B

Figura 2.23

L
G
qura 224

D Posiciones de una recta y una circunferencia

Conoce

La recta RS esta en el mismo plano que la circunferencia de centro Cy la corta
en dos puntos (R y S). Por lo tanto, RS es secante a la circunferencia porque
tienen dos puntos en comun. Otras relaciones que se pueden establecer entre
una recta y una circunferencia se muestran en la Tabla 2.3.

r S— ————

Recta tangente Recta exterior J

—— e ———— e

g \e

N\
Y
r estangente a la circunfe- | es exterior a la circunferen-
rencia en M porque tienen en Cia porque no tienen puntos en

comun solo un punto. comun.

Tabla 2.3
4.1 Posiciones relativas de un punto y una circunferencia

Entre un punto y una circunferencia que se encuentran en un mismo plano se
pueden establecer las tres relaciones siguientes:

« Interior: la distancia entre el punto A y el centro de la circunferencia es menor
que la medida del radio (Figura 2.22).

« Sobre la circunferencia: la distancia entre el punto B y el centro de la circun-
ferencia es igual que la medida del radio (Figura 2.23).

» Exterior: la distancia entre el punto Cyy el centro de la circunferencia es mayor
que la medida del radio (Figura 2.24).

4.2 Posiciones relativas entre dos circunferencias

Entre dos circunferencias que se encuentran en un mismo plano se pueden
establecer tres relaciones, como se observa en la Tabla 2.4.

’7 Exteriores J Interiores Con_césl_ltrjicas

Tahla 2.4

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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4.3 Propiedades de rectas tangentes a una circunferencia
Las rectas tangentes a una circunferencia cumplen las siguientes propiedades :

1. Toda recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio trazado
por el punto de tangencia.

2. Si una recta es perpendicular a un radio en su extremo, entonces es tangente
a la circunferencia.

3. Los segmentos tangentes trazados desde un punto exterior a una circunfe-
rencia son congruentes.

-—
— .
| Ejemplo 1 /

_ / \/
En la Figura 225, PQ y PR son tangentes a la circunferencia; entonces se (
cumple que PQ = PR, R

Figura 2.25
4.4 Propiedades de arcos, cuerdas y angulos centrales

En la Figura 2.26, ademas del arco MRN y de la cuerda PQ, se determina X AOB,

cuyo vértice coincide con el centro y sus lados son radios de la circunferencia.

P N
Este es un angulo central.

Algunas propiedades de los arcos, las cuerdas y los angulos centrales en una ,
circunferencia, son las siguientes:

1. Todo radio perpendicular a una cuerda biseca la cuerda y el arco correspon-
diente.
Q

A
B Figura 2.26

2. Si dos cuerdas de una misma circunferencia son congruentes, entonces las
cuerdas equidistan del centro.

3. A dngulos centrales congruentes corresponden arcos congruentes.

4. La medida de un arco es la medida del angulo central correspondiente. 4

Q
(Ejemplo2 | XM/

En la Figura 2.27, se tiene que 0Q L XY.Como OQ es un radio y XY es una écm .
cuerda de la misma circunferencia, por la propiedad 1 de los arcos, cuerdas y %

angulos centrales, se determina que OQ biseca a la cuerda XY .
I Por lo tanto, XM = MY = 6 cm. Figura 2.27

4.5 Longitud de la circunferencia

La longitud de una circunferencia se obtiene multiplicando la longitud del
diametro d por el valor del ndmero irracional 1 ( = 3,1416).

L=md

Como la longitud del didmetro es el doble de la del radio, entonces la longi-
tud L de una circunferencia es L = 21r.

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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D Posiciones de una recta y una circunferencia

MatemaTICS

Traza rectas tangentes a una circunferencia en GeoGebra

En GeoGebra, haz clic en el icono @ y selecciona la opcion Circunferencia (centro, radio). Luego, haz clic en
algun lugar de la Vista Grdfica y en la ventana emergente escribe el niimero 4 y selecciona “OK”, En GeoGebra
aparecera una circunferencia de centro A y radio 3.

e e W IR N e
Aerre S Ve JPDIRMN HISLNRE vPY Aete
[ 2Ll ol e) Al +) 74
+ Viaks Migeteacy b Vists Goslica [
v ?":u-w-n sper-s L
14 #
¥ 4
T T " & @ ®

Haz clic en el icono ¢* y luego sobre la circunferencia obtenida a partir de la primera construccion, para obte-

ner el punto B. A continuacion, pulsa el icono ', selecciona la opcién Tangentes, haz clic en el punto By luego
en la circunferencia. En GeoGebra aparecerd la recta tangente a la circunferencia por el punto B.
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Mueve el punto B sobre I circunferencia y observa las infinitas rectas tangentes a la circunferencia,

Otra manera de construir una circunferencia es seleccionando la opcién Circunferencia (centro, punto) y a continua-
cion hacer clic en dos lugares distintos de la Vista Grdfica. De esta manera obtendrés una circunferencia de centro A

y radio AB. Puedes modificar el radio de esta circunferencia arrastrando el punto B.
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno J

Razonamiento

o Calcula la medida de OQ en la Figura 2.28, si sabes
& que PQ es tangente a la circunferencia en P.

"1 ¥
i Q
5cm

Figura 2.28

o Encuentra el valor del radio, dada la longitud de
| cada circunferencia.

a D.

Figura 2.29 Figura 2.30
L =2512cm L = 24,492 cm
C d
Figura 2,31 Figura 232
L = 39,564 cm L = 89,176 cm

o Relaciona cada elemento con su medida correspon-
| diente, teniendo en cuenta la Figura 2.33.

H

c F
B
f
E
g Figura 2.33
2. EBD 70°
b CHB 75°
¢ @ 105°
d. BID 180°

¢ e. CEB 250°

o ;Cudl es la longitud de la circunferencia de la Figura
u 2.347 ;Cudl es la medida del radio? ;Cual es la medi-
da del didmetro?

Figura 2.34
Resolucion de problemas
o Si la rueda de una bicicleta tiene 80 cm de diametro,

w ;qué distancia recorre la bicicleta en cada giro de la
rueda? ;Qué distancia recorre en seis giros?

Evalvacion del aprendizaje

0 Determina la medidade ) en la Figura 2.35. Con-

% sideraque Hj y Ji son tangentes a la circunfe-
rencia en H y |, respectivamente.

Figura 2.35




3 Medida de angulos

Sateres previos [ Conoce |

¢Cugntos grados gira el horario de 5.1 El grado
un feloj desde las 12:00 hasta las

i Para hallar la medida de la amplitud angular de o, 8,y y 8, se fija como primer

lado de los dngulos el semieje positivo de las abscisas.

Si el sentido de giro es contrario al de las agujas del reloj, la medida de los an-
gulos es un nimero positivo; si el sentido es el mismo al de las manecillas, es
aliza

un ndmero negativo.

: Observa la Figura 2.36. Por lo tanto, la medida de los dngulos o, B, y y & son: 3607, 180°, 90° y 270°,

respectivamente.

Pensamiento espacial

El grado es la medida de amplitud angular de cada uno de los 4ngulos que
resultan al dividir el angulo recto en 90 partes iguales. Su sfmbolo es °.

Un grado se divide en 60 minutos: 1° = 60’

Un minuto se divide en 60 segundos: 1" = 60",

L)
] + .
i Para expresar el angulo de 7225° como la suma de un nimero entero de
Fi 236 I . -
S + vueltas y un angulo menor que 360° se divide por 360° de modo que el
I
i
]
]

cociente es el nmero de vueltas y el residuo es el angulo buscado.

: « Halla la medida de la amplitud 2225° = 20  360° + 25°

angular de los angulos centrales -
marcados en la figura.

T ki s e 5.2 El radian

El radidn es la medida de la amplitud angular del dngulo central de una
circunferencia cuyo arco tiene la misma longitud que el radio. Su simbolo
es rad.

Como el angulo de un giro completo abarca toda la circunferencia, y la longi-
tud de una circunferencia con radio r es 27rr, este angulo mide 24 rad. Por lo
tanto, se tiene la equivalencia:

360° = 21 rad = 180° = 1r rad
El radian no depende del radio de la circunferencia que se considere, ya que to-

dos los sectores circulares determinados por un mismo dngulo son semejantes
entre s (Figura 2.37).

Los angulos que determinan arcos de mayor longitud que la de la circunferen-
Figura 237 cia pueden expresarse como la suma de un nimero entero de vueltas y un
angulo menor que 360° o 24t radianes.

5.3 Conversion entre unidades de medida de angulos

Para hacer conversiones de medidas de angulos entre los sistemas sexagesi-
mal y de radianes, se parte de la equivalencia 360° = 21 rad.

WATEMATICAS © EDICIONES SM




Pensamiento espacial

£15) Realiza todas las actividades en tu cuademo]

MATEMATICAS © EDICIONES SM

Para expresar 2,4 rad en grados, se plantea la regla de tres:

mrad _ 24rad 180° - 24 rad

432°

180° X r rad

Para expresar 125° en radianes, se plantea la regla de tres:

21 rad X 125° « 27w rad

25

137,5099°

rad

5 — :}X —_
360

25" 360°

Actividades de aprendizaje

36

Comunicacion

o Indica a qué angulo menor que 360° equivalen los
. angulos que se muestran a continuacion.

a. 7207 1050°
d. 840° e. 600°

¢ 990°
1260°

Ejercitacion

e Indica la medida en radianes de los siguientes angu-
. los dados en grados.

a. 0° b. —45° - —60°
. 120° e. 30° f. —240°
0o90° h. —270° 135"
j. —300° k. 36° =
m. 216° n. —160° 324°

o Expresa la medida en radianes del angulo &, menor
. que 360°, al que equivalen estos angulos.

a. 480° b. —1235° ¢ 930° 1. 1440°
o Expresa en grados los siguientes éngulos.
Ca—-Td b. 08 rad 2T rad
6 4
d. —3mwrad - 41 rad — 2 1ad
g — % rad BT oad i —Zrad
‘ 9 12
el G R ek B rad
5 9

e
Razonamiento

o Un angulo en posicion normal tiene su vértice en el
@ origen de coordenadas, su lado inicial coincide con

el semieje positivo de las abscisas y su lado final se
ubica en cualquier cuadrante.

Representa cada angulo en posicion normal e iden-
tifica sus elementos.

1. Su lado final debe estar en el primer cuadrante.

[ Su rotacion debe ser de media vuelta en sentido
contrario al de las manecillas del reloj.

- Su lado final debe coincidir con el semieje positi-
vo de las ordenadas.

Resolucion de problemas

o Dos angulos a y b son complementarios si la suma

® de sus medidas es igual a la medida de un angulo
recto, es decir,a + b = 90°. ;Cual es la medida, en
radianes y en grados, del angulo complementario
en cada caso?

5T , 13w

2 36

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula el angulo equivalente, en sentido positi-
& Vo, a cada uno de los siguientes dngulos. Utiliza la
misma unidad de medida en que vienen dados.

15° ). 38°

—330° — 2% rad

4
c. —120° d.

T rad
2




Pensamiento espacial

a Razones trigonométricas en triangulos rectangulos

Saberes previos

Traz
rect
tos
dos|

ra en tu cuaderno un tridngulo
angulo e identifica sus elemen-
y las medidas tanto de sus la-
como de sus angulos.

[ ivaiz)

Observa la Figura 2.38.

C(
.4
L O
B A’
Figura 238

-« ;Qué razones se pueden estable-

cer entre las medidas de los lados
de los tridngulos que se forman

en) relacion con el angulo A?

Figura 2.39

Para determinar las razones que hay entre las medidas de los lados del AABCy
del AAAC en relacién con el dngulo A, se tiene en cuenta que:

» Los dos triangulos comparten el dngulo A.
« El X By el XA’ por ser rectos, son congruentes; esto es, X.B = X A’

» Por lo anterior, los tridngulos ABC y AAC' son semejantes, ya que tienen dos
angulos correspondientes congruentes. Esto se denota AABC ~ AAAC'y se
conoce como el criterio de semejanza Angulo-Angulo. En consecuencia, se
pueden establecer las siguientes relaciones:

BC _ AB _ AN

AC AC AC’ AB

A estas razones iguales se les denominan seno del dngulo A, coseno del dngulo
Ay tangente del angulo A, respectivamente, y reciben el nombre de razones
trigonomeétricas.

A'C!
AC'

AB

Las razones trigonométricas del angulo o de la Figura 2.39 son:

longitud del cateto opuesto a a a

senodex = 218 : _p = senot = —
longitud de la hipotenusa c

longitud del cateto adyacente a b

coseno de ¢ = g - : .2 = coso = —
longitud de la hipotenusa c

longitud del cateto opuesto a a

tangente de o = § P =  tano = —
longitud del cateto adyacente a a b

Los tridngulos ABC y A'B'C" de la Figura 2.40 son semejantes, ya que son
triangulos rectangulos y tienen los angulos & y &’ congruentes; por consi-

guiente, los lados correspondientes son proporcionales.

Figura 2.40
Las razones trigonométricas de los angulos o y ' son:
8 g Yy

b
coseno: — = — = —
c

]
]
I
]
i
I
i
I
]
I
]
]
I
1
I
I
i
]
(]
I
I
I
]
[ ]
]
I
I
I
I
I
]
I
1
|}
I
]
i

a
fangente: = — = =

~
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Pensamiento espacial
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Las razones trigonométricas del angulo agudo de mayor amplitud de un -
. triangulo rectangulo cuyos lados miden 8 cm, 15 cm y 17 cm, respectiva-
mente (Figura 2.41), son:
n
' seno — catetoopuesto  _ 13 cosaL = ca[EFO adyacente _ 8 17 cm
hipotenusa 17 ROGENLE 17 1S
cateto opuesto 15
| tana = ] = —=
| cateto adyacente 8 & a\ £l
> |
. | S ' Figura 2.41

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Halla las razones trigonométricas del angulo a en
! cada triangulo rectangulo.

a. b.

— 1
|
|
{32 m
|
|
I|
N
oz
20
v
Figura 2.42 Figura 2.43

o Calcula las razones trigonométricas del angulo agu-
1 do de mayor amplitud de la Figura 2.44.

Figura 2.44

Comunicacion

Halla las razones trigonométricas de los an-
_1 gulos agudos de un triangulo rectangulo, si
se sabe que la hipotenusa y uno de sus ca-
tetos miden 13 ¢m y 5 cm, respectivamente.

o Describe tres formas distintas de hallar la hipote-
A nusa en un triangulo rectangulo cuando se cono-

cen un cateto y un angulo.

@«
Resolucion de problemas

o La hipotenusa y los catetos de un triangulo rectan-
& gulomiden 20dm, 16 dmy 12 dm, respectivamente.

;Cuales son las razones trigonométricas del angulo
agudo de menor amplitud del tridngulo?

Evalvacion del aprendizaje

0 Escribe, en funcion de m, ny p, el seno, el coseno
& Y la tangente de cada angulo a.

e b.

3

Figura 2.45

Figura 2.46

En laimagen se indica la posicion de un planeta que
tiene agua. ;A que distancia del Sol se encuentra?

Sol . Planeta
con agua

1,496 X 10°%km

Tierra
;Qué implicaciones para la vida tiene que

exista agua fuera de la Tierra?

©



Salweres previos

yos
m
con
con

=

Pensamiento espacial

L ogurs

eturar?

..m

: En Uin tridngulo rectangulo isdsce-
. les, los dos catetos tienen la misma
longitud y los dos angulos agudos
© son|congruentes e iguales a 45° (Fi-

2.47).

45°

i Razones trigonomeétricas de angulos notables

Traza un tridngulo rectangulo cu-
catetos midan 4 cm. Luego,
e los angulos que estos forman
la hipotenusa. ;Qué puedes

: » Calcula los valores de sen4s°,

------

$45° y tan45°.

Figura 2.47

..................................

7.1 Razones trigonométricas del angulo de 45°

Por el teorema de Pitagoras, la hipotenusa del tridangulo rectangulo isosceles

mide:

c=yxF+x" = @ = X\E

De acuerdo con las definiciones de las razones trigonométricas, para el dngulo

de 45° se tiene que:

X 1_\/5 _x__\/g

sen45® = ——— = — = Y2 c0545° = 21— = Y an45° = X = 1
X

x\?2 \E 2 X\E

A partir de la definicién de las razones trigonométricas en un tridngulo rec-
tangulo, es posible calcular los valores correspondientes a los angulos nota-

bles tales como 45°, 30° y 60°.

7.2 Razones trigonométricas de los angulos de 30° y 60°

La altura de un tridngulo equila-
tero lo divide en dos tridngulos
rectangulos cuyos catetos meno-
res corresponden a la mitad del
lado y cuyos angulos agudos mi-
den 30° y 60°, como se muestra
en la Figura 2.48.

La medida de la altura se calcula
con el teorema de Pitagoras.

h=\/X2__X_2 :\13_X2 =___X\/§
4 4 2
Asi, las razones trigonométricas del ngulo de 60° son:
xV3 X xv3
sen60° = 2 = ﬁ; cos60° = 2 = l; tan60° = 2 = \/5
X 2 ¥ 2 X
2
Por su parte, las razones trigonométricas del angulo de 30° son:
% X‘E \/_ )
sen30° =2 = 1 cos30°= 2= __E; tan30° = 2 = V3
¥ 2 X 2 X\E 3
2

Figura 2.48

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Un faro de 45 m de altura ilumina un barco con un rayo de luz que forma un
. angulo de 30° con la horizontal (Figura 2.49). Para saber la distancia a la que
. se encuentra el barco del faro, se utiliza la tangente del angulo de 60°. Asi:

i an60® = —— = x = 45 - tan60°

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

| 45
| =45-\3
' = 7794 m Figura 2.49
' Por tanto, el barco se encuentra a 77,94 m del faro.
Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Completa la Tabla 2.5.

® « sena cosa tana
W2
2
3
30°

Tabla 25

o Determina la medida de la altura del tridngulo ABC
| de la Figura 2.50.

B~
-|— 60° 18 cm
h
A

-

c Figura 250

Comunicacion

o Contesta las preguntas.

. 3 ; . ;
a. Siel sena = —, jcuando mide el angulo a?

V3

b SilatanB = - , icuanto mide el angulo 37

o Calcula la medida de los angulos del triangulo de la
® Figura 251,

2N

Figura 251

Ejercitacion
o Calcula el valor de cada expresion.
© 2. sen45° + sen60°
b. sen30° + cos60°
. tan45° — (cos60° + sen30°)

< tan30° - tan60°® - tan45°

e. sen45° + %cos45°

[ 3cos60° — 2sen30°

tan30° + ran60°
1+ tan30° - tan60°

. cos60° — cos30°
sen30°

Resolucion de problemas

o Una escalera alcanza una ventana situada a 3 m de
A altura formando un angulo de 60° con el piso. ;Cual
es la longitud de la escalera?

o :Qué distancia separa a dos carros A y B que se des-

A plazan sobre una via, uno al encuentro del otro, si

un hombre con binéculos, situado a 200 m de la via,

observa al auto A con un angulo de 30° y al auto B
con un angulo de 45

Evalvacion del aprendizaje

0 Indica cudl es la relacion entre cada par de valores.
¥ . sen60°y cos30°
0. cos60° y sen30°

. tan60° y tan30°




B Teorema de Pitagoras

Saberes previos Conoce

Eleva los nimeros 3,4y 5al cuadra-  Para demostrar geométricamente la relacion que plantea el teorema de Pitago-
doly forma una igualdad con ellos.  ras, se pueden seguir estos pasos:

1. Se parte de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa sea a y sus catetos sean

m by c (Figura 2.52).

Seglin el teorema de Pitagoras, en 2. Se construye un cuadrado de lado a y se dibujan cuatro tridngulos congruen-

un|tridngulo rectangulo el cuadra- tes al primero (Figura 2.53).

do|de la medida de la hipotenusa

esigual a la suma de las medidas de

los|cuadrados de los catetos. 4. Si se prolonga un lado, se observa que la nueva figura esta formada por dos
cuadrados, uno de lado b y otro de lado ¢. Con esto, el area del cuadrado de
lado a es igual a la suma de las areas de los cuadrados de lados b y ¢, respec-
tivamente; es decir, a* = b? + ¢? (Figura 2.55).

Pensamiento espacial

3. Se rotan dos de los triangulos (como se ve en la Figura 2.54).

.« Utiliza argumentos geométricos
:  para demostrar este teorema.

A=a’
Figura 2.52
Figura 2.53
A=br+¢?
Figura 2.55

Figura 2.54

De esta forma, en un tridngulo rectangulo se tiene la siguiente relacion:
ad=b+c

8.1 Medidas indirectas

Algunas longitudes no se pueden medir directamente con instrumentos; por
ejemplo, alturas muy elevadas o lugares inaccesibles. Por eso se dice que son
medidas indirectas. En esos casos, se pueden utilizar relaciones como el teo-
rema de Pitagoras.

MATEMATICAS ©) EDICIONES SM




Pensamiento espacial

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

. En la Figura 2.56, la torre est4 situada formando un ngulo recto con los ex-
tremos del lago. En este caso, se puede utilizar el teorema de Pitagoras para

. hallar la medida a del largo del lago.
gt=ph* 4 ¢?
; a? = 40> + 30° = 2500

a= 2500 =50

‘ loura 256
Entonces, el largo del lago mide 50 m. igura 256

’

8.2 Reconocimiento de triangulos rectangulos

Un tridngulo de lados conocidos g, b y ¢ es rectangulo si cumple el teorema
de Pitagoras.

Para determinar si un tridngulo es rectangulo, se pueden:

1. Medir sus angulos con un
transportador para com-
probar si alguno de ellos es
recto.

En el tiangulo de la Figu-
ra 257, se comprueba que
%A mide 90° y, por tanto, el
triangulo es rectangulo.

Figura 2.57

2. Medir sus lados y comprobar si cumplen o no el teorema de Pitagoras.

Sien el triangulo ABC,a = 13 cm, b = 12 cmy ¢ = 5 cm, se comprueba la
relacion a® = b* + ¢’ porque 13 = 12% + 52 Por lo tanto, el triangulo es
rectangulo.

g Femplo2)
. Observa como se comprueba, sin dibujar, si el triangulo de lados 4 cm, 3 cm
y 2 cm es rectangulo o no.

. Sies rectangulo, la hipotenusa debe ser el lado mayor (el lado de 4 cm) y se
debe cumplir el teorema de Pitdgoras: 4 = 32 + 22

Entonces, se calcula: 42 = 16y 3+ 22 =9+ 4 = 13

Como 16 # 13, no se cumple el teorema de Pitagoras; por tanto, el triangulo
no es rectangulo.

MATEMATICAS © EDICIONES SM




Pensamiento espacial

Teorema de Pitagoras

0

Figura 2.59

8.3 Calculo de distancias

El teorema de Pitdgoras permite calcular la distancia entre dos puntos que
son vértices de un tridngulo rectangulo o que tienen alguna relacién con él.

El dormitorio de Pablo es rectangular, y sus lados miden

que la diagonal es la hipotenusa.

Por el teorema de Pitagoras:
d*=3+ 4

Seopera:d?’ =9+ 16 =25
Se despeja: d = \/E =5

3 my 4 m.Se deci-

dié dividirlo en dos con una cortina que une dos esquinas opuestas (Figura
2.58). Para determinar cuanto mide la cortina, se procede asi:

La diagonal y los lados del dormitorio forman un tridngulo rectdngulo en el

Figura 2.58

Por lo tanto, la cortina mide 5 m.

~

8 ciemplo |

Al trazar la altura, se obtiene un triangulo rectan-

La azotea de un rascacielos es como la de la Figura 2.59. Se puede calcular la
medida del lado oblicuo aplicando el teorema de Pitdgoras.

4m |
gulo: la hipotenusa es el lado oblicuo, un cateto ‘\
es la altura, y el otro, la diferencia de las bases /‘f \
. / ' \ d

' (Figura 2.60). /8m h: \
. Por el teorema de Pitagoras: d* = 8* + 6° / l : %
. Seopera:d? = 64 + 36 = 100 o F10-4=6-
: ] \/—‘—‘ 10m
' Se despeja: d = V100 = 10 —

Asi que, el lado oblicuo mide 10 m.

-

En un hexagono regular, el segmento que
une el centro con un vértice mide lo mis-
mo que un lado. Entonces, la apotema es
un cateto de un triangulo rectangulo, y el
otro cateto mide la mitad del lado.

Aplicando el teorema de Pitdgoras:
0=+

Entonces, la apotema mide aproximadamente 8,66 cm.

#

W =10 — 5 =75=>h = 75 =~ 866 cm L

Figura 2.61

MATEMATICAS © EDICIONES Sh
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno ]

Ejercitacion
o Las ternas pitagoricas se forman con tres nimeros
@ enteros que cumplen la igualdad a* + b* = ¢ In-

dica cuales de las siguientes ternas de ntmeros for-
man una terna pitagodrica. Justifica.

28,195,197 b. 17, 144, 140
11,61, 15 d. 11, 61,60
e. 7,24,25 f. 8915
g.9,10, 11 n. 16, 63, 65

o Calcula el lado desconocido de los triangulos de las
& figuras 262y 2.63.

a b.

/\\//\ /|\ 10 dm —:/\
< \, Qdm\//\j

Figura 2.62

Figura 2.63

Comunicacion

o Determina el perimetro del rectangulo de la Figu-
& ra 264, cuyas medidas de la base y la diagonal son
Jcmy 7,5 cm, respectivamente.

[~

Py —_a=75¢cm

b———b=7Tem—
Figura 2,64

Razonamiento

o Determina, sin hacer el dibujo, si son tridngulos rec-

A téngulos aquellos cuyos lados tienen las medidas
dadas.

2.6dm,10dmy 8 dm
0.50cm, 120cmy 130 cm
C. 11em,9cmy2cm
d.25¢cm, 20 cm y 15 cm
e 3dm,5dmy6dm

®
Resolucion de problemas
Un terreno rectangular es dividido por un rio que
w lo atraviesa diagonalmente (Figura 2.65). El duefo
necesita encerrar la parte del terreno en que se en-
cuentran los animales. ;Cuanta malla utilizara si las
medidas de los lados que forman el angulo recto

son12my15m?
Animales T

12cm

Plantas l

fJ——15m —«—
Figura 2.65

Evalvacion del aprendizaje

o Dos aviones salen del mismo aeropuerto. Uno

# se dirige hacia el norte y el otro hacia el oriente.
Cuando se encuentran, a 1580 km uno del otro,
uno de ellos ha recorrido 800 km. ;Qué distancia
ha recorrido el otro avion?

0 En el centro de una plaza que tiene forma circular

# de 300 m de didmetro hay una estatua sobre un
pedestal que mide 2,5 m de altura. Con un teodo-
lito situado en el borde de la plaza, se observa la
parte mas alta de la estatua bajo un dngulo de 6"
Si la mira del teodolito se encuentra a 1,2 m del
suelo, jcuanto mide la estatua?

lidad
2 50*”3 y ’a Ciy,
6\3
L} °Q
XS
o
(.:’b . ; : i :
8) El nimero 5 tenia gran simbolismo para los pi-
&/ tagoricos, pues era el menor niimero cuyo cua-
drado es la suma de dos cuadrados: 5* = 32 + 43
ademas, simbolizaba el matrimonio.

60'%6

Consulta el significado de los diez primeros
ndmeros naturales para los pitagoricos y

asocialos con rasgos de tu personalidad.



Saberes previos

Pensamiento espacial

Escribe las indicaciones para ir des-

de

el colegio hasta tu casa. ;Qué

pajabras utilizas?

L

...m

a|Figura 2.66 representa un auto-

movil que se ha movido en linea
reqta una distancia de 2 km.

Figura 2,66

iComo se puede describir el mo-
yimiento del automaovil de una
manera mas completa?

Llegada

Salida

Figura 2.68

e

’7——-)(

Figura 2.69

e

-

D Trayectorias y desplazamientos

Cuando se describe el movimiento del vehiculo, resulta insuficiente decir que
“se ha movido en Iinea recta una distancia de 2 km”. Una descripciéon mas com-
pleta deberfa incluir la direccion y el sentido, junto con la distancia, en un
enunciado similar a “el automovil se ha movido una distancia de 2 km en una
direccion de 30° al noroeste (respecto al eje X)".

Una cantidad que se refiere tanto al valor numérico como a la direccion y
al sentido de un movimiento, se llama magnitud vectorial. La magnitud, la
direccion y el sentido son las caracteristicas mas importantes de un vector.

A menudo, magnitudes como desplazamiento, velocidad y fuerza se describen
mediante vectores.

Matematicamente, un vector AB es un segmento orientado que tiene su ori-
gen en un punto A y su extremo en un punto B (Figura 2.67).

—_—

AB B

Figura 2.67

En la Figura 2.68 el vector r representa el desplazamiento de un vehiculo.

La magnitud y direccién de + dan la distancia y direccién de la trayectoria
en linea recta. Sin embargo, el vehiculo podria haber llegado al punto final
moviéndose primero al este, girando 90°, y moviéndose luego al norte. Esta

trayectoria alternativa, se asocia con dos vectores de desplazamiento x y y
denominados componentes del vector r .

~

Las componentes de un vector tienen dos caracteristicas principales: son
perpendiculares y su suma vectorial es igual al vector original.

P B oy
Cualquier tipo de vector se puede expresar en términos de sus componentes.
Para ello, se puede usar cualquiera de los angulos agudos de un triangulo rec-
tangulo para determinarlas. Por ejemplo, para calcular las componentes del
vector A de la Figura 2.69, se procede asf:

cosh = A = |A | = |AlcosB
Al

senf = ¥} = |A| = |Alsend
S

MATEMATICAS € EDICIONES SM



Pensamiento espacial

@jealiza todas las actividades en tu cuaderno }

MATEMATICAS © EDICIONES SM

j Eiemplo2 |
Un vector desplazamiento r tiene un modulode r = 175 m y apunta con
un angulo de 50° con respecto al eje X, como se muestra en la Figura 2.70.
Para calcular las componentes x y y, se puede considerar el tridngulo rectan-
gulo ABC formado por el vector r y sus componentes.

La componente y se puede obtener usando el angulo de 50°:

]

senf = —— =y = rsen50° = 175 - sen50° = 134 m

I

De manera similar, la componente x se puede obtener con:

<i

X
cosh = H = x = rcos50° = 175 - cos50° = 112 m 0=50° i
1
I (-
A B B
Figura 2.70
Actividades de aprendizaje .
Razonamiento Resolucion de problemas
o ¢Cudles de las siguientes afirmaciones estan relacio- o El futbolista #1 esta a 8,6 m de la porterfa. Si lanza

@ nadas con un vector?

2. Camino 2 km a lo largo de la playa.

5. Camino 2 km al norte a lo largo de la playa.

™

- Salto desde un acantilado y entro en el agua
desplazandome 10 km por hora.

a

. Salto desde un acantilado y entro en el agua
desplazdndome verticalmente a una velocidad
de 10 km por hora.

Comunicacion

o Calcula la magnitud de las componentes de cada Evaluacion del aprendizaje
& vector.

0 La Figura 2.74 representa el movimiento de un au-
# tomovil que, desde un punto de salida, se despla-
za 275 m hacia el este, y luego, 125 m hacia el
norte. ;Cual es la longitud de su desplazamiento?

d. D

=45

il

37° . \ 45°

=\

X
Figura 271

#1

Iy

90°
*

N

E

Porteria

T

§ Figura 2.73

& primero a la jugadora #2, quien luego lanza a la red
(Figura 2.73). ;Cuales son las magnitudes de estos
desplazamientos sucesivos?

Llegada

Figura 2.72

Salida

S ' ]
R —
5 g0 B
A F

igura 2.74

~

7




Practica mas

) Realiza todas las actividades en tu cuaderno

El proceso de la demostracion

Comunicacion

Realiza una construccion geométrica y plantea la
1| proposicién condicional correspondiente.
a. Dos rectas paralelas cortadas por una transversal

determinan &ngulos internos no alternos suple-
mentarios.

b. Un punto que esté sobre la mediatriz de un seg-
mento equidista de los extremos del segmento.

¢. Los dngulos opuestos de un paralelogramo son
congruentes.

e Prueba la falsedad de la siguiente afirmacion: “Todo
»! nlimero primo es impar”. ;Cuél método de demos-
tracion utilizaste?

Segmentos proporcionales
Madelacion

e Realiza la construccion seglin las condiciones dadas.

9| .. Dos rectangulos cuyos lados correspondientes
sean proporcionales.

b. Dos rombos cuyos lados correspondientes sean
proporcionales.

¢. Dos triangulos rectangulos en los que sus catetos
correspondientes sean proporcionales.

d. Dos triangulos rectangulos donde la hipotenusa y
un cateto correspondiente sean proporcionales.

Ejefcitacion
° Halla la longitud del segmento BG de la Figura 2.75.

' 'd

B

Ny

7 am,

/’

£ 6cm
=

bC
2

g
3cm

Y

Figura 2.75

Circunferencia

o Explica por qué las rectas de las figuras 2.76 y 2.77 no
@ son tangentes a las circunferencias dadas.
i

| Figura 2.76 Figura 2.77

Razones trigonométricas y teorema de Pitagoras
o Completa la Tabla 2.6.

al
Angulo en grados Angulo en radianes
15%
51
12
57°
124°
n
Tabla 26

o Halla el valor de la hipotenusa y las razones trigono-
® métricas del dngulo o en cada caso.

‘ a. b.

12

Figura 278 Figura 2.79

Evallia cada expresion utilizando las razones trigo-
.1 homeétricas de los angulos notables.

‘ a. sen30° + cos60°
b. tan45° + sen60°®
. cos45° — cos30°

d. sen30° - cos30°

e. cos45° - sen45°®

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Analizar un dibujo

Observa los triangulos de la Figura 2.80.

B

X
c

45°
A 3@?\ 90° p Figura 2.80
20m

;Cual es el valor de x?

{Qué informacion puedes observar en la Figura 2.80?

;Qué debes encontrar?

Identifica cada uno de los tridngulos involucrados, es-
tablece relaciones entre sus lados y propon una estrate-
gia para calcular el valor de x.

Los triangulos AADB y AADC comparten el lado AD .

Como mXA = 45 y mXD = 90° entonces
mX.B = 45 por lo tanto, el AADB es isdsceles. Luego,
AD = BD =20m.

En AADC, se tiene que tan30 = LD Al despejar, se
obtiene CD = 20tan30° = 11,55 m.
Como x + CD = 20 m, entonces:
X+ 115m=20m
x=20m—1155m
Xx=845m

Verifica que la hipotenusa del tridngulo rectangulo
ADB mide a 20v2 m

Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Aplica la estrategia

En la circunferencia de la Figura 2.81 se ha traza-
do una de sus cuerdas.

Figura 281

:Cual es la longitud de dicha cuerda?

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

La rueda de una bicicleta tiene un diametro de
120 cm. Si la rueda gira un angulo de 120°, ;a
cuanto equivale el angulo de giro en radianes?

Formula problemas

Inventa un problema que involucre la informa-
cion de la Figura 2.82 y resuélvelo.

A

\ o

5\2

\ -
4 Figura 282

« Explica con tus palabras lo que entiendes por
razén y proporcion.




Evaluacion del aprendizaje

El proceso de la demostracion Comunicacion

Razonamiento o Calcula la hipotenusa de un tridangulo rectangulo si

o Realiza una construccion geométrica para cada # se sabe que los catetos miden 1dmy 12 dm, respec—
tivamente.

# | enunciado y plantea la proposicion condlaonal co-

rrespondiente. :
Razonamiento

a. Dos triangulos son congruentes si tienen dos an-

_ o Halla la apotema de un hexagono regular cuyo lado
gulos respectivamente congruentes.

7 ! & mide 16 cm.
b. En todo rectangulo las diagonales son congruentes.

¢. En un tridngulo issceles, los dngulos opuestos a o Calcula la medida de estos segmentos.

|
!
A 8 c

los lados congruentes también son congruentes. % .. La altura de un triangulo equilitero de 8 cm de
lado. £FUER
© Analiza laFigura 283, —ad b. La altura de un trapecio isdsceles de bases 4 cm y
P |
ol b il 6 cm, y lados congruentes de 5 cm.

|
!
]
Figura 2.83 o Lee y realiza lo que se indica a continuacion.

1S ors AB+BC =12 i - s :
Serd verdad que —a 17 Justifica w res Los lados de un triangulo miden 3 cm, 4 cmy 6 cm.

uesta. ) e , ; ¥
& a. Dibuja el triangulo y mide sus angulos. ;El triangu-
o Completa la demostracion de la Tabla 2.7. lo es rectangulo?
# | Sienel AABC, AB =BD y CD es bisectriz del XC, en- b. Comprueba si cumple o no el teorema de Pitagoras.

tonces X CAD = X CBD.
Resolucion de problemas

Afirmacién ] Justificacion @ Dibuja una circunferencia de 5 cm de radio.
= | % a ;Cudnto mide su didametro?
B =8 b. ;Puedes trazar una cuerda de 4 cm? Explica.
o~ . r by £ - ?
¥ X3 ¢. ¢Cudl es la longitud de la circunferencia?
d. Traza una recta secante y una recta tangente a la
Todo segmento es con- circunferencia.
D= gruente consigo mismo. ) . .
1 0 ;Cuanto mide el lado de un cuadrado inscrito en
AADC = ABDC & una circunferencia de 7 cm de radio?
X.CAD = X CBD @ Observa la Figura 2.84.Si HI =M, utiliza las propie-

Tabla 2.7 & dades de los arcos, cuerdas y angulos centrales para
G encontrar la medida de OK .

Comunicacion

rcunferencia y teorema de Pitagoras

o Discute con un compafiero: ;Qué relacion existe en-
o | tre las tangentes de los dos angulos agudos de un
triangulo rectangulo? REFUEF

Regolucion de problemas

En un triangulo rectangulo ABC, XA = 45° = X.C. Si
o | la hipotenusa mide 10 cm, jcudnto mide cada cateto?

——- Figura 2.84

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Realiza todas |las actividades en tu cuaderno

Trayectorias y desplazamientos Razones trigonométricas de angulos notables
Ejercitacion @ Encuentra el valor de x en cada triangulo.
@ Luis se desplaza 4 km hacia el este y luego 3 km hacia w '
& elnorte. ! 2
Representa los desplazamientos de Luis con vec | o i 22
tores. 457\
X

b. ;Cual sera su desplazamiento total? Utiliza el teo-
rema de Pitdgoras para calcularlo.

u <
Razones trigonométricas de triangulos 7 ﬂ x
[
3

rectangulos

Figura 2.89 Frgura 290

Tabla 2.4

Ejercitacion

@ Halla las razones trigonométricas de cada triangulo
& rectangulo de las figuras 2.85 a 2.88.

n - a

Fugura 293 13
k " 8 Figura 294
\

Resolucion de triangulos rectangulos
Figura 2,85 Figura 286 Resolucion de problemas

0 Resuelve las siguientes situaciones.

.. Si la sombra del arbol de la Figura 2.95 es de 12 m,

3 ‘fﬁ\/} halla su altura .
I3

2N
4
Figura 2.87 Frgura 2.83
Comunicacion | ; h
@ ee y resuelve | 500 ' _
w | I_.__‘Iz m—- Foguira 2.95
Sisen = 2 ycosP = i}
13 13

b. Halla la distancia entre el edificio de la Figura 2.96

a. Representa el triangulo rectangulo y ubica los va- y el peaton que se encuentra a la izquierda.
lores correspondientes. -

b. Calcula la razén trigonométrica tangente para el
2 angulo B. o=
5 45m
g ¢ Caleula las razones trigpnométricas para el otro
2 angulo agudo del triangulo. ! &
;1 | n v Figura 296
g
=
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Pensamiento métrico

Ya sabemos

+ Resolver problemas cotidianos

« A calcular el area y el vo-

« Efectuar operaciones con nu-

que involucren el calculo de

lumen de algunos cuerpos

geométricos.

meros reales.

areas y volimenes de cuerpos

geomerricos.

o Calcular el area de algunas
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1

Saleres previos

Con una botella de capacidad
5L y otra de capacidad 3 L, jcomo
puedes medir exactamente 4 L?

om

: Manuel llen el tanque de su auro-
© mo
. para salir de viaje. Si en el recorrido
: gast6 352 L, jcuantos galones de
gasolina le quedan en el tanque?

il con diez galones de gasolina

Sistemas de medida internacional y anglosajon.
Conversiones

Para saber cuantos galones de gasolina sobraron es necesario convertir los li-
tros de gasolina que consumio el automovil a galones, teniendo en cuenta que
1 galén equivale a 3,785 L.

1 gal
37851
Para determinar los galones de gasolina sobrantes se debe hallar la diferencia
entre los galones iniciales y los galones consumidos.

352L - =930 gal

10 gal — 9,30 gal = 0,7 gal
Quedaron 0,7 galones de gasolina al finalizar el recorrido.

Un sistema de unidades es un conjunto consistente, uniforme y estanda-
rizado de unidades de medida como el sistema internacional y el sistema
inglés.

1.1 Unidades de medida del sistema internacional y del
sistema inglés

En la Tabla 3.1 se presentan algunas unidades basicas de cada uno de estos
sistemas con sus equivalencias.

Sistema internacional Sistema inglés
Magnitud  Unidad basica Unidad basica Equivalencias
Pulgada (in) 1in =254 cm
Lowiioad Metro Pie (ft) 1ft = 3048 cm
(m) Yarda (yd) 1yd=0914m
Milla (mi) 1 mi = 1,609 km
. Libra (Ib) 1lb=4536¢g
Masa I<|Io(irga)mo Onza (0z) loz=2835¢
Tonelada () 1t=9072kg
. Galon (gal) 1gal =3785L
Capacidad LE[Lr)O Cuartode galén (qt)  1qt = 9464 mL
Pie ctbico (ft®) 1= 28321
Ejemplo 1

En una carrera atlética Jorge recorrié 80,6 ft y Andrés recorrié 56 yd. ;Quién
recorrio la mayor distancia?

Jorge Andrés
3048cm  1Tm 0914m
B0 frs = o —=2457m | S6yde—= g =5120m

Andrés recorrio la mayor distancia en la carrera atlética.

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

—— - S— ———————— _.
Ejercitacion Evalvacion del aprendizaje
Expresa en kilogramos cada masa. ‘ i
? g = a La Figura 3.7 corresponde al recorrido de un auto-
a.753lb b 94358 . 8730z d.486¢ & movil de una ciudad a otra. Lee la bitacora de viaje
‘ (informe que el conductor entrega a la empresa
o Expresa en metros cada longitud. sobre el recorrido) e interpreta la grafica para con-
A ;166in  b.370f c.28yd  d.077 mi testar las preguntas.
o Expresa en litros las siguientes capacidades. O oo
269 km o
A ;15 b.3qc 4
c.012fc d. 5qt
133 km
Comunicacion
i 60 km
o Responde las siguientes preguntas. Hemon @
f iempo (s,
¥ 2 ;Quées mas pesado, 5 toneladas de plumas o 400 500 600650 810 1030 1200 ot
4536 kg de hierro? >
b. {Cuantos miligramos hay en 0,82 0z? Bitacora de viaje
¢. ;Cuantos gramos hay en 0,012 17 « Sali de Bogota el miércoles 13 de abril a las
d. ;Cuantos centimetros hay en 2 f? 400 de la mafiana.
+ Me detuve solo dos veces, la primera para
Razonamiento cargar diésel y la segunda para almorzar.
o Encierra en un circulo del mismo color las medidas « B rertetdoun Srama e - carrdbers
® equivalentes, estaba en reparacion.
1,47 m 60g 16 yd 2 gal
a. ; : ido?
19,05 cm 3402 kg 8496 750 1. {De cudntos metros fue el recorrido
76 It 212 oz 750 |b b. ;Cudntos minutos durd el recorrido?
¢. ¢Cuanto tiempo se detuvo en cada parada?
Resolucion de problemas
d.; ] i ic Wi
o En la Tabla 3.2 se presentan las cantidades de alco- B-lsineas mlllas FRoariSe) aurarmovil dinme
, : las dos primeras horas?
@ hol necesarias para preparar diferentes perfumes.
¢(Cuantos gramos de alcohol se deben emplearenla - E
preparacion de cada perfume? se-ﬁua\ldad yla o
7
Perfume Onzas de Gramos de 6\0\ e"'a
alcohol alcohol ; (\Q '7/‘.:9
Perfume 1 078 ’e’é}o
Perfume 2 174 6‘5" Se cree que el sistema inglés de medidas surgié en la
Perfume 3 2,85 &/ edad media, ya que algunas medidas como el pie, la

o Se requiere llenar un tanque con 250000 mL de
@ agua. El tanque tiene un volumen de 8,33 ft*. ;Cuan-
tos mL de agua puede almacenar el tanque? ;Tiene

el tanque la capacidad para almacenar toda el agua?

braza y el codo, fueron adoptadas tomando como
base ciertas partes del cuerpo. Consulta acerca de
otras unidades de medida utilizadas en la edad me-
dia. ;Qué inconvenientes presentaban estas unida-
des en las relaciones culturales de las personas?
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Sat

Parg
Juan
cuat
25 ¢
13 ¢
distz

Magnitudes fisicas

eres previos

ir al colegio desde su casa,
cuenta 867 pasos y Ana, 933
tas. Si el paso de Juan mide
'm y la cuarta de Ana mide
rm. ;Quién recorrid la mayor
ancia?

| Analiza
La n
: 0,25
. long
: sida
. enk

nasa de un cubo metdlico es
5 kg y cada arista tiene una
itud de 2 cm. ;Cual es la den-
d del cubo metdlico expresada

g/cm??

Para determinar la densidad del cubo metélico es necesario conocer su masa
y su volumen. Primero, se halla el volumen teniendo en cuenta que V = &’,
donde a es la arista del cubo.

V=02cm)=8cm’

masa _ 0255kg _ 3
olimen  gen?  JoaZ kefom

La densidad del cubo es 0,032 kg/cm”.

Densidad =

Las magnitudes son atributos con los que se miden determinadas propieda-
des fisicas. Existen magnitudes escalares que son aquellas determinadas por
un valor numérico y una unidad de medida, y las magnitudes vectoriales,
donde se especifica ademas de un valor numérico, la direccién y el sentido.

2.1 Unidades de medida de magnitudes fisicas

En la Tabla 3.3 se presentan las férmulas con las que se determinan algunas de
las magnitudes fisicas y sus unidades de medida.

Magnitud Formula Unidad Basica
Densidad = % donde m es masa y v es kg/cm?
volumen
i i idez = g donde d es di i
Rapidez media Rapidez = +»donde d es distancia y bl
t es tiempo
Aceleracion a= *—IE- ,donde V es la velocidad y m/s?
t es tiempo
Fusms F=m- a,donde m esmasay a es NP —
aceleracion
Trabajo W =F-d dondeFesfuerzaydes )= N-m,donde
distancia J es julios
=¥ fermask W = J/s, donde
Potencia P = —, donde W es trabajo realizado y s
' t es tiempo W es vatios
. % E =m:-g- h dondemeslamasa ges
7]
knergia potencial la gravedad y h es la altura. kg - m’

J = 2 ’
1 donde | es Julios.
Energia cinética £ = -5 m: v, donde m es la masa y v

es la velocidad.

Tabla 3.3

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Ejemplo 1

Un avion parte del reposo, acelera en la pista y en 29 s alcanza una velocidad
de 260 km/h. Para determinar su aceleracion se realiza el siguiente procedi-
miento:

b ad

Av 260 km/h — 0km/h
t 29

Por lo tanto, la aceleracion del avion es 2,49 m/s’.

— 897 k”‘% = 249 m/s?

a=

En el trabajo con magnitudes fisicas es necesario realizar el analisis dimensio-
nal para conocer en qué unidades queda expresada la respuesta. Para hallar
la aceleracion de un cuerpo, la ecuacion de la fuerza se despeja en términos
de la aceleracion y se obtiene:

kg-m kg m
B f e § M
kg kg <

Ejemplo 2

Una fuerza de 90 N actlia sobre un cuerpo que tiene 450 kg de masa. Para
hallar su aceleracion d, se aplica la formula:

F=m-d
Se despeja la anterior ecuacion en términos de la aceleracion.
F 90N m

# s =5
m — 450kg 5

La aceleracion del cuerpo es 0,2 m/s%.

Ejemplo 3

Para saber qué requiere mas trabajo, hacer una fuerza de 120 N para arrastrar
un bulto de cemento en una carretera de 300 m, o hacer una fuerza de 60
N para arrastrar un bulto de arena en una carretera de 600 m, se aplica la
formula del trabajo.

W=F-d
Se halla el trabajo para la carretera de 300 m.
W =120 N - 300 m = 36000
Se determina el trabajo realizado en la carretera de 600 m.
W=60N:600m = 36000)

Por lo tanto, para arrastrar el bulto de cemento y el bulto de arena aplicando
las fuerzas indicadas se requiere el mismo trabajo.

Pensamiento métrico
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g

Magnitudes fisicas

La unidad del trabajo en el Sl es el Julio ()) y se define como el trabajo que
realiza una fuerza de 1 N sobre un cuerpo que se desplaza 1 metro en la
misma direccion y sentido de la fuerza. La unidad de la potencia en el Sl es
el Vatio (W) y se define como la potencia necesaria para hacer un trabajo de
1) en un segundo.

Ejemplo 4
Una gria eleva un peso de 350 N a una altura de 15 metros en 7 segundos.
El trabajo se obtiene de la siguiente manera.
W=F-d
W =350N"-15m =5250]
La grua hizo un trabajo de 5250 ).
La potencia se obtiene con la siguiente expresion.

W _ 5250)
t 7s
La potencia de la gria es 750 W.

p= =750 W

La unidad de la energia cinética en el Sl es la misma unidad que la del traba-
jo, es decir, el Julio (J). Esto permite concluir que la energfa y el trabajo estan
estrechamente relacionados, pues cuando una fuerza externa neta realiza un
trabajo sobre un objeto, la energfa cinética cambia desde un valor inicial (E,)
a un valor final (Ef). La diferencia entre £, y £, esigual al trabajo.

Ejemplo 5
Un cuerpo de 8 kg de masa se encuentra en reposo a una altura de 10 m.

La energia potencial se obtiene de la siguiente manera.
E,=m- g-h
,=8kg 985 - 10m = 784)
La energia potencial del cuerpo es 784 |.

La energja cinetica se obtiene como se muestra a continuacién.

S Sy
Ec—zmv‘?

_ 1 . EE_
E.=~ -8kg [05]—01

Como el cuerpo esta en reposo, se asume que su velocidad es 0 m/s? En este
caso su energfa cinética es 0.

MATEMATICAS ©) EDICIONES SM
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Actividades de aprendizaje
B o ) -
Ejercitacion

o En la Tabla 3.4 se relacionan la masa y el volumen
A de diferentes sustancias. A partir de la informacién,
determina la densidad de cada una en g/cm’,

Volumen Densidad

Sustancia Masa (g) () (g/cm?)
A 833 2,29
B 525 4,88
& 11,53 6,28
D 43,07 11
E 50 6,26

Resolucion de problemas

o Una ambulancia se mueve con una velocidad de

@ 180 km/h. Si tiene que recorrer una autopista rec-

ta de 90 km, ;qué tiempo necesita para llegar a su
destino?

o ;Qué distancia puede recorrer un corredor en 2,5
A horas si su rapidez media es 3,35 m/s?

Un automavil inicia su recorrido con una velocidad

w de 70 km/hy luego de 55 segundos alcanza una ve-
locidad de 180 km/h. Determina la aceleracién del
automovil.

o Un cuerpo metalico con masa de 800 kg acelera a
@ razonde 2,5 m/s’ ;Qué fuerza lo impulsé?

o ;Qué masa debe tener un cuerpo para que una
o fuerza de 450 N lo acelere a razén de 10 m/s??

o;,Qué trabajo hizo una persona para arrastrar un
& badl al que se le aplica una fuerza de 5 N si recorrié
100 m?

o Calcula la potencia de una maquina que ejecuta un
& trabajo de 2300 julios en 35 s.

Pensamiento métrico

@' Realiza todas las actividades en tu auademoj

Evalvacion del aprendizaje

o La Figura 3.2 presenta la relacion entre la masa y el
#& volumen de tres sustancias diferentes.

=
ch -
2
§ L] .
.f"-.- -
i e g » Sustancia A
et Sustancia &
L] '_..'
L~ -# Sustancia C

Figliky 37
FIELIFA S

Volumen en mL
a. jCuadl es la densidad de cada sustancia?

b. ;Qué volumen tiene 20 g de la sustancia A?

o Resuelve cada situacion.

® . Unautomévil recorre una pista de carreras

que tiene 200 km de largo y vuelve al mismo
en el que partid. Si demora 4 horas en hacer el
recorrido, jcudl es su rapidez media?

b. Una patrulla de policia aumenta su velocidad
de 0a 30 m/s en 15 segundos. ;Cual es su
aceleracion?

¢. Calcula el trabajo y la potencia de un motor
que desplaza un objeto a 75 m en 12 segun-
dos empleando una fuerza de 300 N.

d. Calcula la masa de un cuerpo que situado
a una altura de 20 metros tiene una energia

potencial de 700 |.

3
Q;O
La frecuencia cardiaca depende del estado de sa-
lud, de la edad, del esfuerzo fisico, entre otras y se
puede ver alterada por el consumo de sustancias
psicoactivas.
« Determina tu frecuencia cardiaca en diferentes

actividades. Arma una tabla y compara las me-
didas.
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Traz
cuag

eres previos

a una circunferencia en tu
lerno y ubica dos puntos: uno
ior y otro exterior. ;Cuantas
as tangentes a la circunferen-
puedes trazar por el punto
rior?

. Enla
- das
: tanen el punto E.

Figura 33, AD y BC son cuer-
de la circunferencia que se cor-

D Fiaura 33

se sabe que EC = 12 cm,
= 6 cm y que ED = 3(AE),

iclianto mide ED y AE?

Longitudes de cuerdas y segmentos

3.1 Longitudes de cuerdas

Como AD y BC son cuerdas de una misma circunferencia que se intersecan
en el punto £, se cumple que AE + ED = BE -+ EC. Para encontrar la medida de
ED y AE, se reemplazan los datos conocidos en la regla anterior y se despeja la
medida desconocida como se muestra a continuacion.

Como AE - ED = BE - EC
AE-ED=6cm"-12cm
AE - 3(AE) = 72 cm?
3(AE) = 72 cm?
AE? = 24 cm?

AE-=nOl o = dbem

Por lo tanto, AE = V24 cm? = 236 cm y ED = 3(AE) = V6 cm.

Para dos cuerdas que se intersecan en el interior de una circunferencia
se cumple que el producto de las longitudes de los segmentos en los que
queda dividida una cuerda es igual al producto de las longitudes de los seg-
mentos en que queda dividida la otra cuerda.

La propiedad anterior se puede replantear de la siguiente manera:

Dadas las cuerdas AD y BC de la circunferencia de la Figura 34, que se interse-
can en el punto E, entonces AE + ED = BE + EC.

La demostracion se muestra en la Tabla 3.5.

Afirmacion Justificacion

Se construyen AB y cD Construccion.

Angulos inscritos que intersecan el mismo

XABC = XCDAy X.DAB = X.D(B rco.

AABE ~ ACDE Criterio de semejanza angulo-angulo.
AE _CE Lados correspondientes de tridngulos seme-
BE DE jantes.

AE-ED =BE - EC Propiedad de las proporciones.

labla 3.5

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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Ejemplo 1

En la Figura 35, AE = 3 cm y EC = 27 cm. Como el didmetro AC es perpen-

dicular a la cuerda DB, entonces AC biseca a DB; es decir, DE = EB = x.

Por la propiedad de las cuerdas que se intersecan en el interior de una cir-
cunferencia, se tiene que AE - EC = DE - EB. Al reemplazar en esta igualdad
los datos iniciales, se obtiene lo siguiente:

3+27 =xx=>81 =x2=>x=\/§=9

Por lo tanto, DE=EB=9cmy DB = 18 cm.

3.2 Longitudes de segmentos tangentes

Los segmentos tangentes trazados desde un punto exterior a una circun-
ferencia son congruentes y determinan angulos congruentes con el segmen-
to que une el punto exterior con el centro.

La propiedad anterior se puede enunciar de la siguiente manera:

Si PQ y PR son segmentos tangentes a la circunferencia de la Figura 3.6, que se
intersecan en el punto P exterior a esta, entonces PQ = PR y X.QPC = X.RPC.

Figura 3.6

La demostracion de esta propiedad se evidencia en la Tabla 3.6.

Afirmacion

CQ L QPyCR L RP.ACQPY
ACRP son triangulos rectangulos.

I

cQ

P =

CR

CP, CP esla hipotenusa de los

triangulos rectangulos CQP y CRP.

ACQP = ACRP
PQ = PR
% QPC = %RPC

Justificacion
Los radios de una circunferencia son

perpendiculares a las tangentes por su
punto de tangencia.

Radios de la misma circunferencia.

Propiedad reflexiva.

Criterio de congruencia cateto-hipote-
nusa.

Lados correspondientes de triangulos
congruentes.

Angulos correspondientes de tridngu-
los congruentes.

Tabla 36

Pensamiento métrico
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Longitudes de cuerdas y segmentos

3.3 Longitudes de segmentos secantes

Para dos segmentos secantes trazados desde un punto exterior a una cir-
cunferencia se cumple que el producto de las longitudes de un segmento
secante y de su segmento secante externo es igual al producto de las longi-
tudes del otro segmento secante y de su segmento externo.

Esta propiedad se puede enunciar de la siguiente manera:

Dados los segmentos secantes EB y ED que se cortan en el punto E exterior a
la circunferencia, entonces AE - EB = CE + ED (Figura 3.7).

D

Figura 3.7

La demostracion de la propiedad anterior se muestra en la Tabla 3.7.

Afirmaciéon Justificacion
Se construyen AD y BC Construccion
X EDA = X EBC Angulos inscritos que intersecan el mismo arco.
XAED = A CEB Propiedad reflexiva.
AAED ~ACEB Criterio de semejanza angulo-angulo.

AE ED . . )
R Lados correspondientes de triangulos semejantes.
AE-EB=CE-ED Propiedad de las proporciones.

Tabla 37
Ejemplo 2

En la Figura 3.8 se observa que PB = 6 + x, y que PD y PB son segmentos
secantes de la misma circunferencia.

D
/ 1 cm"/’ﬂ’
Lo
Pl—6 cm—]A il B

Figura 3.8

Aplicando la propiedad PB + PA = PD - PC de las longitudes de segmentos
secantes, se obtiene lo siguiente:

6+X):6=(F+11):7=36+6x=126=>x=15
Por lo tanto, AB = 15¢cmy PB = 21 cm.

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Ejercitacion
o Determina el valor de x de acuerdo con la informa-
# cion presentada en las figuras.

Frgura 3.11 Figura 312

o Halla el valor de x en las figuras teniendo en cuenta
® que los segmentos representados en cada caso son
secantes a la circunferencia.

d.

Razonamiento

o Determina si cada afirmacion es verdadera o falsa.

A 5 Unsegmento secante a una circunferencia la
corta en dos puntos.

b. Un segmento tangente y uno secante a una cir-
cunferencia se pueden intersecar en tres puntos.

¢. Dos segmentos secantes a una circunferencia
pueden intersecarla en cuatro puntos diferentes.

d. En una circunferencia se pueden trazar infinitos
segmentos secantes.

e. Si dos segmentos tangentes a una misma cir-
cunferencia se intersecan en el exterior de esta,

se puede afirmar que los segmentos tienen la
misma medida.

Ejercitacion
o En la Figura 317, EC = 24 cm, CD = 18 cm y

w AB = 3(AP). ;Cuanto mide el segmento secante PB?
£

L)

w,
b
©

Evalvacion del aprendizaje

=1
o Desde un punto P, exterior a una circunferencia de

& centro O, se traza la recta tangente PT (T es punto
de tangencia) y la recta secante PB, que contiene al
diametro AB (PB = PA).

Si el segmento tangente PT mide 12 cm y el radio
de la circunferencia 5 ¢cm, jcuanto mide el seg-
mento PA?

@ EB y ED son rectas secantes a una circunferencia
% rrazadas desde un punto exterior £. £B corta a
la circunferenciaen Ay en B,y D lo haceen Cy
en D.
Si se sabe que AE = 10 cm, AB es un didmetro

de la circunferencia, EA - AB = 180 cm?y CD es
un radio de la circunferencia, ;cual es la medida

de EC?
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Saberes previos

Diblija diferentes triangulos y mide
los Jangulos interiores. Calcula la
suma de estos y da una conclusion
al respecto.

l=n

W Analiza

: La hipotenusa del triangulo rec-
. tangulo isosceles de la Figura 3.18
© mide 10 cm.

T
O

I
I

Figura 3.8

© o Halla la medida de los angulos

agudos y de los catetos.

Ab—b=4am——€
Figura 3.79

} Calculo de longitudes en un triangulo rectangulo

Dado que ACB es un tridngulo rectangulo, se sabe que mx.C = 90°. Ademds,

por ser isosceles, los angulos agudos son congruentes entre si. Es decir:
MXA + mXB=90°= mXA=mxB = 45°

Para averiguar la medida del cateto b, se realiza lo siguiente:

sen45° = %, = b =10 -sen45 = 707 cm

Al sera = b, el lado a mide también 7,07 cm. El tridngulo queda resuelto asi:
a=707cm  b=707cm ¢=10cm
MXA =45 mxB=45 mXC=90°

Resolver un tridngulo consiste en hallar la medida de todos sus lados y de
todos sus angulos.

Ejemplo 1
En el tridngulo rectangulo de la Figura 3.19 se observa que mX.A = 90°,

a = 5cmy b = 4 cm. Para determinar la medida del cateto ¢ y la medida de
los angulos, se puede proceder de la siguiente manera:

» Por el teorema de Pitagoras, se cumple que:
=¥ +o= =5
=c=9=¢=3cm
s gosC = —=— =08
a 5
Por lo tanto, C = arccos0,8 = 36° 52" 12",

» Dadoque mXA + mxB + mxC=180° = mxB + mxC=90°
= MmXB = 90° — m4.C
= mX.B = 90° — 36°52' 12"
= mxB =537 48"

4.1 Teorema de la altura

El cuadrado de la altura sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo es
igual al producto de las proyecciones de los catetos sobre [a misma.

Ejemplo 2

Por el teorema de Pitagoras, en el tridngulo
rectangulo BCH de la Figura 3.20 se cumple
que:

=+ 2 5

Por el teorema de la altura se tiene que h> = m * n. Figura 320

Luego, > =m*+m-n=m(m+n)=m-c

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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Ejemplo 3
Para calcular la medida del lado a del

C
' i : Py
triangulo rectangulo de la Figura 3.21, / I \
se aplican el teorema de la altura y el a i
teorema de Pitagoras. / i \
« Por el teorema de la altura: — 9m _l 16 m A
B

h=9-16=h=144=h=12m & ¢
« Por el teorema de Pitagoras:
F=9+12=2a"=225=a=15m

4.2 Teorema del cateto

El cuadrado de un cateto de un triangulo rectangulo es igual al producto de
la hipotenusa por la proyeccién del cateto sobre la misma.

Ejemplo 4

Para resolver el tridngulo rectangulo de la Figura 3.22, en primer lugar se tiene
en cuenta que las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa miden
18 my 32 m, respectivamente. Por |o tanto, la medida de la hipotenusa c es:

18m+32m=50m
Ademas, por el teorema del cateto se cumple que:
a@=18-50=a’=900=a =30

b?»=32-50=b"=1600=b = 40

Como cosB = ;—i = (0,6, entonces MX.B = arccos0,6 = 53° 7' 48"
Analogamente:
mX.A = arccos % =35 52" 12"

Por lo tanto:
b=40m c=50m

mAB =537 48" mxC=90°

a=30m
mx.A = 36°52" 12"

Ejemplo 5

En la Figura 3.23 se observa el tridngulo rectangulo ACB.

» Por el teorema del cateto se cumple que:

ad=m-cyb’=n-c

Pensamiento métrico
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{4 ) Calculo de longitudes en un triangulo rectangulo

Ejemplo 6
i Las casas de Soffa, Ana, Gabriel y Martin estdn ubicadas como se muestra
en la Figura 3.24. La distancia de la casa de Sofia a la de Martin es de 3 km
y la distancia de la casa de Sofia a la de Gabriel es 1,08 km. Para determinar
cuantos kilometros de distancia hay entre algunas de las casas se procede de
. la siguiente manera:
Martih Gabriel  Sofia . o s
Figura 324 La situacion se puede representar como en la Figura 3.25. Por lo tanto,
« Distancia de la casa de Gabriel a la de Martin:
AC m=c¢—n=3km— 1,08 km = 1,92 km
/ [\v’\ » Distancia de la casa de Soffa a la de Ana (por el teorema del cateto):
/a-' al \& b*=n-c=108km-3km =324km>=b = 1,8 km
@ _—— lJ( _n—x » Distancia de la casa de Ana a la de Gabriel (por el teorema de Pitagoras):
5 c U & W =b—n*= k= (18)" — (1,08) = 20736 = h = 1,44 km
Figura 3.25
Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Calcula la medida de los lados y los angulos que fal-

@ [fan en los triangulos de las figuras.

11 cm

20 cm /}C\
j Figura 3.28 . 10 em
Figura 3.29
be \/
A
f B
b

) n
| 18 cm |

Figura 3.30 Figura 3.31

Razonamiento

o Responde estas preguntas. Razona tus respuestas.

= a. ;Qué elementos de un triangulo rectangulo hay
que conocer para resolverlo?

b. ;Se puede resolver un tridngulo conociendo solo
dos de su angulos? ;Por qué?

Comunicacion

o Lee y resuelve.

® Un angulo de depresion es el que se forma entre la
linea horizontal y la linea visual entre un observador
y un objeto situado por debajo de la horizontal.

Desde la cima de un faro de 8 m de altura se divisa
una lancha con un angulo de depresién de 8°. La
situacion se representa en la Figura 3.32.

Figura 3.32

Calcula la distancia entre la lancha y el pie del faro
en ese mismo instante,
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Razonamiento

o Halla las medidas de los angulos de un triangulo
@ rectangulo sabiendo que la hipotenusa y uno de los
catetos miden 4 cm 'y 2 cm, respectivamente.

o Determina la medida de la altura sobre el lado
& desigual de un triangulo isésceles, si dicho lado mide
16 m y se sabe que el angulo desigual es de 80°.

o Calcula la medida del lado de un rombo en el que
& ladiagonal mayor mide 8 cm y forma con cada lado
contiguo un angulo de 26°,

o Explica si es posible resolver un triangulo rectangulo
A conociendo la altura sobre la hipotenusa y la pro-
yeccion de uno de los catetos sobre la misma.

Halla la medida de los angulos del trapecio rectan-
# gulode la Figura 3.33.

|

7cm

|

Al——12cm

D

Figura 333

Resolucion de problemas

o Un avion de combate localiza un barco enemigo

@ con un angulo de depresion de 28°. Si el avion vuela

a 3200 m de altura, jcual es la distancia a la que se
encuentra el barco enemigo?

@ Usa el teorema de la altura para proponer como se

A podria construir un segmento cuya longitud sea la
media proporcional entre dos segmentos de 4 cm
y 9 cm. ;Como se podria construir si los segmentos
sondeacmybcm?

0 Encuentra la longitud de la altura sobre la hipote-
® nusa de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa
mide 10 cm y el cateto menor 6 cm.

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

@ De un triangulo rectangulo se conoce que su hipo-
@ tenusa mide 20 cm vy la suma de los catetos mide
24 cm. ;Cuanto mide su area?

@ Los catetos de un triangulo rectangulo miden 12 my
® 27 m. ;Cudl es la longitud de la altura del tridangulo
con respecto a la hipotenusa?

@ Juan subid en un globo aerostético hasta una altura
w de 50 m. Sus padres siguen el vuelo desde el suelo,
como aparece en la Figura 3.34.

Figura 3.34

a. jA qué distancia del punto A se encuentran los
padres de Juan?

b. Si el globo continlia subiendo en la misma di-
reccion y se detiene cuando el angulo de obser-
vacion de Juan es de 60°, ;a cuantos metros de
altura se encontrarfa el globo en ese momento?

Evalvacion del aprendizaje

o En el momento del dia en que los rayos del Sol

#& forman un angulo de 60° con la horizontal, la
sombra que proyecta un arbol en el suelo es de
26 my la de otro es de 1,9 m. ;Cuanto mide de
alto cada arbol?

0 Unas ciglienias construyeron su nido sobre el teja-
#& do de un edificio a 25 m del suelo. Un nifio lo ob-
serva desde un punto situado a 50 m del edificio.

a. Calcula el angulo de observacion del nifio.

b. Calcula el angulo de observacion de las ciglie-

L fas.
—
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Saberes previos

:QUé son rectas paralelas? Dibuja
una recta en una hoja y explica
COIMO construyes una recta que

s€q

paralela a ella por un punto

dadlo.

Un
bre
de

obrero apoya una escalera so-
una pared y atraviesa un palo
2 m para ayudarla a sostener.

La situacion se modela en la Figu-

ra 3

15

Figura 3.35

A\ queé altura esta el borde su-
erior de la escalera del piso?

L 4

1o RN\ .
N \J16cm

18 cm //Q

82

12cm//p
NY
Y

Figura 3.36

Teorema de Tales

Para hallar h se establece la siguiente proporcion:

5. 95
z—hzbh 6m

Por lo tanto, el borde superior de la escalera estd a 6 m del piso.

El teorema de Tales es un importante enunciado en el que se afirmalo siguiente:

Si tres © mas rectas paralelas son cortadas por dos rectas transversales, en-
tonces los segmentos de las transversales, determinados por las paralelas,
son proporcionales.

Ejemplo 1

Como en la Figura 3.36 se cumple que f Il T; I T; entonces la medida de ST
se calcula con el siguiente procedimiento:

OP _ PQ y

_— = = +«————  Se plantea la proporcion.

RS~ ST PR
12 18 Se reernplazan los datos
% conocidos.

12-x=16-18 +——————  Seaplica la propiedad fundamental
de las proparciones.
Xx=24 “—  Seresuelve la ecuacion.

El teorema de Tales es (til en la demostracion de otros teoremas geométricos,
como el que se enuncia a continuacion.

S una recta es paralela a un lado de un triangulo e interseca a los otros dos
lados, entonces determina sobre ellos segmentos que son proporcionales a
dichos lados.

Ejemplo 2
El teorema anterior se puede aplicar para determinar la medida de NC en el
AABC de la Figura 3.37.

2cm

3cm

S,

B8 B
|.._3 Cm__"l"— X —_..I rigura 3.37
BC _ AC
NC  MC
Luego, se reemplazan los datos conocidos y se determina el valor descono-
cido, asf:

Como AB Il MN, se cumple que

3 PR 3 g =i
X 3

Por lo tanto, x = 4,5 cm.

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion

o Encuentra la longitud desconocida en las figuras.

g 3
- _L4 Cm“f"‘* 5c¢m—-'
=7
8cm ks
/x/‘rz
r‘; Figura 3.38
LT,
b.
LU S & ol
10 cm Slcm
7 "
15 CV \X
e
R N o Figura 3.39
PG
C,
F A
- .
5 c::n \
| E B \ h10 em
7 cm ¥ \
/ b el 2
G, Figura 3.40
bk,
Modelacion

Para determinar la altura de la torre de una iglesia se
& midié la altura y la sombra que proyecta un arbol
como se observa en la Figura 3.41.

Figura 341

Calcula la altura de la torre de la iglesia.

Comunicacion

o Para saber la altura del silo (deposito de trigo) de un
@ pueblo, sealinea con él un palo y se mide su sombra
como se muestra en la Figura 3.42.

|1,5m

frcesmmnnnn mmmme--i

F—22m ——2m
Figura 3.42
Halla la altura del silo.

o A la misma hora del dia, se miden las sombras que
@ proyectan la torre del reloj y el obelisco de una pla-
za. Halla la altura de la torre del reloj.

Figura 343

Evalvacion del aprendizaje
-

o Si la distancia real entre dos ciudades es de 65 km,
o al medir en un mapa elaborado a una escala de
1:300000, ;qué distancia las separa?

o Halla el valor de x. Ten en cuenta que AB y DE
& son paralelos.

4 cm
/s :
2 cm/ I % I
Al 8 cm ';B

Figura 3.44

2 J

83



Pensamiento métrico

84

[
Saberes previos
;Qué diferencia hay entre area y
perimetro?
| Analiza
© En la Figura 3.45 se muestra el pla-
- no de un teatro, en donde el drea
- sombreada corresponde a la zona
: de sjlleterfa.
E. a8
m |
30“1/ -
o\
20m

a

== )
=

s0m— A

Figura 3.45

- » Segln la informacion de la figura,
. jctidl es el area de la zona en la
: o qu

e se encuentran las sillas?

................................

\,

Figura 347

Longitudes y areas de figuras planas

En la Figura 3.46 se observa que el plano del teatro tiene una forma irregular;
por eso, para hallar su drea se realiza el siguiente procedimiento:

E —F

TD k

20m
l*—h TH
C/\3'0- G150
) e .

A 40 m iA Figura 3.46
B

» Se traza una altura h del trapecio isosceles BCDE desde el vértice C. Entonces,

ABHC es un tridngulo rectangulo y a = 150° — 90° = 60°.

h BH

sen60° = — = h =2598mycos60° = — = BH = 15m
30 30

Como BC = DF, se tiene que BE mide 15 + 20 + 15 = 50 m.

Por lo tanto, AT,apedO =B ; 2 i

v =

- 25,98 = 9093 m?’,

» El area del rectangulo ABEF es 40 + 50 = 2000 m”.

Por ser AF = BE, el radio de la circunferencia que pasa por Ay por F mide 25 m.
Asi, A =qr? = -25 = 19635 m>

Circulo

« Entonces, el area ocupada por la zona de silleterfa es:

A = 9093 + 2000 — @

="192755 ¥

Las razones trigonométricas proporcionan herramientas para el calculo de
longitudes y areas de algunas figuras planas.

Ejemplo 1

Se quiere calcular el area del pentagono regular de lado 8 cm que se muestra
en la Figura 3.47.

Para hallar la medida de la apotema, se une el centro con dos vértices conse-
cutivos. Los radios OA y OB determinan el angulo central O. Luego:

(s}

mA0 = —3? =7°

La apotema divide el X AOB en dos dngulos congruentes y al AB en dos
segmentos congruentes. Asi, a = 36° y AM = 4cm.

Por ser AAMO un tridngulo rectangulo, se tiene que:

tana=ﬂ=>a=i"-\’—1—=>a= 4°=5,51cm
a tana tan36
Por lo tanto, el area del pentagono es:
B s . '25'51 = 1102 cm?

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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Ejemplo 2

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Para hallar el drea del octadgono regular de la Figura 3.48 se procede de la

siguiente manera:
Como el octagono es regular, entonces se deduce que:

360°
8

mX.POQ = =, 457

Dado que la apotema a divide al X POQ en dos angulos congruentes y forma

un angulo recto con el lado del octagono, entonces:
mX.POR = 22,5°
PR

Asl sen22,5° = —— = PR = 49 - sen22,5° = 18,75 mm.

49

Ademas, PQ = 2PR, por lo cual, el lado del octagono es:

PQ =2+1875 mm = 37,5 mm
Para determinar la apotema, se tiene en cuenta que:
€0s22,5° =

Por ultimo, el area del octagono regular es:

pra _ (8-375)-4527
2 2

A=

:‘—9 = g =49+ c0s225° = 4527 mm

= 67905 mm?’

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula el &rea y el perimetro de los poligonos que
& se presentan a continuacion.
a. b.

5 30°
53,84 bV

L5}
2y

f—19cm —

Figura 349

FIEaUrd 3o

Comunicacion

o Calcula la longitud de los radios de las circunferen-
@ cias inscrita y circunscrita en un octagono regular
cuyo lado mide 12 m.

o Halla el &rea de un pentagono regular inscrito en
l ® una circunferencia de 10 cm de radio.

e

o Calcula el area de un triangulo rectangulo, si las pro-

® yecciones de sus catetos sobre la hipotenusa miden
14,4 cmy 25,6 cm, respectivamente.

Evalvacion del aprendizaje

o Halla el perimetro y el area de un rectangulo en
& el que la diagonal mide 28,84 dm y forma con la
base un angulo de 33°41' 24",

o En la Figura 3.51 se muestra el plano de un terreno
#& con forma de paralelogramo.

2. ;Cudl es el area del

terreno? ‘\
b Si se quiere cercar el P
terreno con tres vuel-

- 725
tas de alambre, j;qué } 9m
cantidad se necesita? Figura 351

\‘_ >
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Saberes previos

Un
pint

galdn de pintura alcanza para

ar 10 m? y se deben pintar dos

paredes que miden 3,5 m de largo
y 27 m de altoy 525 m de largo y

1,8

m de alto, respectivamente.

;Cual pared tiene una mayor super-

ficie

? jAlcanzard el galon de pintu-

ra para cubrir ambas superficies?

En

una fabrica de chocolates se

: empacan los productos en cajas
. cuya forma es un prisma trapezoi-

dal,

Q-Si
: 7
d3

como se ve en la Figura 3.52.

/ Figura 3.52

se empacan chocolates de
cm? de volumen, jcuantas uni-
des caben en la caja?

8cm

3 ¢l

.

~

}—4¢m—{__

Figura 3.53

7 = Areasy volumenes de cuerpos geométricos

7.1 Area y volumen de prismas

Para resolver el problema es importante recordar que un prisma es un solido
conformado por dos poligonos paralelos congruentes, que se denominan ba-
ses, y por tantos paralelogramos como lados tengan las bases. En la Figura 3.54
se observa que las bases de las cajas son trapecios, por lo tanto:

_B+b ., _ 15+9

Trapecio 2

6=72cm’

El volumen del prismaes V = A -h=V=72cm?-21cm = 1512 cm’.

Trapecio
Como cada chocolate tiene un volumen de 7 cm? entonces en la caja caben
1512 -+ 7 = 216 chocolates.

El drea total de un prisma es la suma entre el drea lateral y el 4rea de las dos bases.
El volumen corresponde al producto del area de la base por la altura.

Sien un prisma, P, es el perfmetro de la base A, el area de la base y h la altura,
entonces el area total, A, y el volumen, V, son respectivamente:

A =Ph+24A, V=Ah

Ejemplo 1
Para calcular el area total y el volumen del prisma triangular de la Figura 3.53,
cuya base es un triangulo isdsceles, se realiza lo siguiente:

« Se calcula la altura del tridngulo isésceles de la base.

h={3-22=15

o Se calcula el perimetro y el area de la base.

P=l0emyA= 4—-23[5— =25 cm?
» Por lo tanto, el area total A_es:
A =108 +2"2J5=4(20 + v5) cm?

o Asi, el volumen es: V = 2.5 - 8 = 165 cm?®.

7.2 Area y volumen de piramides

Una piramide es un poliedro limitado por una base, que es un poligono cual-
quiera, y por caras, que son triangulos coincidentes en un vértice comun.

El drea total de una piramide es la suma del drea de las caras laterales y el 4rea
de la base. El volumen de una pirdmide es la tercera parte del volumen de un
prisma con la misma base y la misma altura.

Sien una piramide, A, es el rea lateral, A, el drea de la base y h la altura, en-
tonces el area total, A,, y el volumen, V, son respectivamente:

o A

A=A +A, ’

MATEMATICAS B EDICIONES M
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Ejemplo 2

El 4rea total y el volumen de
la piramide cuadrangular de
la Figura 354 cuya altura es
7,23 cm, se calculan asi:

A A

L B

'

A =4 '4'2i+16=76cm2

A, h
.
16+ 723

V= = 3856 cm?

7.3 Area y volumen de cilindros

I'H_'"‘“‘- 4em _______HI

Figura 3.54

Un cilindro es un sélido limitado por dos bases circulares y una cara curva. Se
obtiene cuando un rectangulo rota una vuelta entera alrededor de uno de sus
lados. En la Figura 3.55 se observa un cilindro de altura h y radio de la base r.

El area total de un cilindro recto es la suma del area lateral y el area de las dos
bases. El volumen corresponde al producto del area de la base por la altura.

Si A, es el drea lateral de un cilindro recto, A, es el drea de la base, h es la
alturay r es el radio de la base, entonces el area total, A, y el volumen, V, se

calculan respectivamente como:
A=A +24A,

A_=27rh + 2ur* =2mr(h +r)

Ejemplo 3

Para calcular el &rea total y el volumen
del cilindro de la Figura 3.56, se aplican
las formulas anteriores.

A, =2mr(h +r)
=2m-3cm- (10cm + 3cm)
=6mcm:* 13cm
= 78w cm’

V =mr’h
=q-(3cm)’- 10cm
=m-9cm’- 10cm

= 907 cm’

V=Ah

V =m7r

’h

10cm

Figura 3.56

Por lo tanto, el cilindro tiene 781 cm’ de area total y 90w cm’ de volumen,

Pensamiento métrico

Fizura 355
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Figura 357

Figura 3.58
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7.4 Area y volumen de conos

Un cono, como el de la Figura 3.57, es un sélido limitado por una base circular
y una cara curva. Se obtiene al rotar un triangulo rectangulo alrededor de uno
de sus catetos.

El area total del cono es la suma del area lateral con el 4rea de la base. El volu-
men del cono es la tercera parte del volumen de un cilindro con la misma base
y la misma altura.

SiA, es el area lateral de un cono de altura h, A, es el drea de la base de radio
ry g la generatriz, entonces el érea total, A_, y el volumen, V, del cono son
respectivamente;

= . ABh
A=A +A, W
- _mrh
A =mgr+twr*=mar(g+r) V__E,—_

Ejemplo 4

Para determinar el area total y el volumen de un cono de altura 12 cm y
cuyo didmetro de la base mide 5 cm, es necesario, en primer lugar, calcular la
generatriz g del cono utilizando el teorema de Pitagoras.

g=qh+r = J’if +(2,5) = 1226 cm

Por lo tanto:
A =ar-25- (1226 + 25) = 3691 cm?
v= 122 _ 257 cm’
3
Ejemplo 5

La Figura 3.58 esta compuesta por un cilindro y un cono. Por lo tanto, para
determinar el area total se suman el area lateral del cono, el 4rea lateral del
cilindro y el area de una de sus bases.

Por el teorema de Pitdgoras, la generatriz del cono estd dada por:
g= \/m = 2./scm

De modo que:

A

LCono L Cilindro B
i SIS T
A=(mns2)+2-m2-6+m 2
:4w(7+\/§)cm2
El volumen del sélido es la suma de los volimenes del cono y del cilindro.

« 32 .
= % —|—fn--22-6= &;{.Cm3

VSéIado
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Actividades de aprendizaje

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion
o Calcula el area total y el volumen del prisma cuya
® base es un hexagono regular (Figura 3.59).

— e

’J ________
."""--..
3,64 cm
4,2 cm-|
Figura 3.59

o Determina el volumen del sélido de la figura.

>

"

~ 10u

4U*’&'//—

Figura 3.60

Halla el drea total y el volumen del ortoedro presen-
$ tadoen lafigura.

23,96“_/

18,43°
I 18 cm }

Figura 3.61

o ¢Cual es el espacio ocupado por las piramides de las
© figuras si sus bases son poligonos regulares?

d. b

10];?‘
\ i LA.6,06 cm
A

6,88 cm Zj

T7cm

10 cm—|

Figura 3.62 Figura 363

Resolucion de problemas

o ;Cuanto papel de regalo se necesita para envolver
@ una caja de 9,5 cm de ancho, 2 cm de largo y 3 cm
de profundidad?

— - o
o ;Cuanto metal se requiere para fabricar una lata ci-
@ lindrica como la de la Figura 3.647

—— 20 ¢cm

10 cm

Argn )+

Flgura 3.64

Evalvacion del aprendizaje

o ;Cuales son el area total y el volumen del solido
#& de la Figura 3.65? |

——

]

3cem
-  S5em
‘ 2\
1ﬁcm
AN\,

@ Asigna medidas a las figuras e inventa un proble-
& ma donde se pida calcular el area total y el volu-
men de cada una.

f/ /\ ,// _____ \

Figura 3.66

24 cm Figura 365

Figura 3.67 '

C a4— 71 d. - Cr—
| 1
| |
V—y @ - I

Figura 3,68 Figura 3.69

Halla en tu casa el volumen de dos recipientes
en los que puedas almacenar agua. Si sabes que
1L = 1000 cm’, ;cudl de los dos recipientes po-
drias utilizar si quisieras recoger agua para reu-
tilizar en el inodoro? ;Cémo crees que ayuda al
medio ambiente la reutilizacion del agua?
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g Area y volumen de la esfera

Salieres previos [ Conoce |

iPor qué no es posible medir el vo-  Para calcular los valores sobre los cuales se pregunta, es necesario considerar la
lumen de un circulo? Tierra como una esfera.

Una esfera es el conjunto de puntos del espacio que se encuentran a la misma
distancia de un punto fijo conocido como centro. La esfera se obtiene al girar

m una circunferencia alrededor de uno de sus diametros (Figura 3.70).

El

sefsensssssnsnsansnsnnenRenERREnS sarnne

didmetro ecuatorial del pla-  Ademas, se debe tener en cuenta que el area de la superficie de una esfera

neta Tierra es de 12756 km  esigual a cuatro veces el area del circulo maximo, que contiene el centro de la
aprpximadamente. esfera y tiene su mismo radio r, y que su volumen equivale a cuatro tercios del

producto de 7 por el cubo de su radio.

Seguin lo anterior, para hallar el rea y el volumen de la Tierra se comienza cal-
culando su radio, que es de 6378 km. Asi, su area superficial estara dada por:

A, =4-m- 6378 = 162715536m km?

Esfera
El volumen se determina de la siguiente manera:

V.. = i'l'r - 6378% = 345933229 536w km?

Esfera 3

;Cudles son el area superficial y el

I i s Para una esfera de radio r, el area, A,y el volumen, V., son respectiva-
blumen de la Tierra?

mente:

<

A = 4mqr? V =2

Esfera Esfera 3 wr

Ejemplo 1
El area superficial y el volumen de un balon de baloncesto cuyo diametro
mide 24 cm, se calculan de la siguiente manera:

A =49 12°=576mrcm?

4
Esfera 3

Esfera

s+ 122 = 230491 cm’®

El plano que pasa por el centro de la esfera la divide en dos regiones llamadas
Figura 3.70 semiesferas. El area superficial y el volumen de la semiesfera corresponden a
la mitad del area superficial y a la mitad del volumen de la esfera.

Para una semiesfera de radio r, el 4rea, A_____ .,y el volumen, V___ _  son
; Semiesfera Semiesfera
respectivamente:
2
i = 2mr? v, ==
emiesfera Serniesfera 3
Ejemplo 2

La clpula de la Figura 3.71 es una semiesfera cuyo diametro es 50 m.
El area superficial de la clpula se calcula de la siguiente manera:

=27+ 252= 12507 m?

Semiesfera
El volumen de la semiesfera se calcula asf:
2 31250
_ e = T TR B
Figura 3.71 emiesfera 3 3

MATEMATICAS © EDICIONES Sh
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Actividades de aprendizaje

Ejemplo 3

El volumen del cubo de la Figura 3.72 es 17 576 mm? entonces, su lado mide
26 mm. Como la esfera esta inscrita en el cubo, su radio mide 13 mm.

El volumen de la esfera es:

Ve 2 igoip=
3

El volumen comprendido entre el cubo y la esfera es:
Volumen del cubo  Volumen de la esfera

l %
s s 8788

17576 mm® —

Pensamiento métrico

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

— T mm? = 43940 g mm?

Ejercitacion
o Halla el area superficial y el volumen de cada solido.
® 5 Una esfera de didmetro 15 dm
b. Una esfera de diametro 8 cm
¢. Una esfera inscrita en un cubo de 6 dm de lado

. Una semiesfera de didmetro 32 m

Comunicacion

o Calcula el area superficial y el volumen de la esfera.
@

15 cm

Figura 3.73
Razonamiento

Encuentra el radio de una esfera cuya area es igual a
@ lasuma de las dreas de cuatro esferas de radio 5 cm.

Discute con alguno de tus comparieros la veracidad
& de la siguiente afirmacién: “El volumen de la esfera
es cuatro veces el volumen de un cono cuya altura

y radio tienen la misma longitud que el radio de la
esfera”.

o Las siguientes figuras (la esfera y el cono) tienen el
& mismo volumen.

r=3cm
Figura 3.74

¢Cual debe ser la altura del cono para que su base y
el circulo maximo de la esfera sean iguales?

Evalvacion del aprendizaje

o En una caja en forma de prisma rectangular, de
# dimensiones 12 cm, 18 cm y 24 cm, se empacan
bolas de cristal de 6 cm de radio.

Figura 3.75

;Cuantas bolas caben en la caja?

o Para hacer un arreglo navideno se van a forrar, en
# tela, bolas de icopor de 4 cm de radio. ;Qué can-
tidad de tela se debe comprar como minimo?

s J
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Res

Practica mas

temas de unidades de medida.
gnitudes fisicas

olucion de problemas

o Una pelota rueda siguiendo una trayectoria recta de

15 m durante 8 s. ;Cual es su rapidez media?

e Un automavil se mueve a razon de 40 min/h. ;Cual

Ca
Eje

es la velocidad del automaovil en metros por minuto?

culo de longitudes

rcitacion

e Halla la longitud designada con x en cada triangulo.

a. b.

4 cme——9 cm——+ J=4 ¢ x |

Figura 3.76

Resolucion de problemas

o Halla la longitud de los lados de un triangulo rec

tangulo cuyas proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa miden 6,4 cmy 3,6 cm, respectivamente.

o EB y ED son secantes a una circunferencia trazadas

A

desde un punto exterior E. EB corta a la circunferen-
ciaenAyenB,y ED lohaceen CyenD.

Si se sabe que AE = 10 cm, AB es un diametro de la
circunferencia, EA - AB = 180 cm? y CD es un radio
de la circunferencia, ;cudl es la medida de £C?

Tegrema de Tales

Ejercitacion

A

Selecciona la proporcién correcta. Supdn que
I, 111, 111, en la Figura 3.78.

Figura 3.77

A E_|
,AB _ EF 1
BC ~ FG ] \E i,
AB _ FG / \
BC  EF / \\
,AB _ EF 5 C
AC AB / \

Figura 3.78

Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Resolucion de problemas

:Cudl es la medida de t en la ventana que se observa

& enlaFigura3.79?

25 cm

Figura 379

Areas y volumenes de cuerpos geomeétricos

Resolucion de problemas

El pivote de cierto mecanismo se ilustra en la Figu-

@ ra 3.80. Consiste en dos conos iguales de hierro dia-

mantado, para evitar el desgaste por friccion, y un
cilindro de acero templado resistente a la traccion.
;Cudl es el volumen del pivote?

r=4cm

8cm |

f 16 cm i
Figura 3.80
Un satélite artificial se encuentra a 12000 km
del centro de un planeta, como se observa en la
Figura 3.81.

Calcula el area de la superficie del planeta y halla el
volumen del planeta.

Figura 381

Halla el area total y el volumen de una pirdmide de

@ 2altura 8 cm, con base pentagonal regular de 6 cm de

lado y una apotema igual a 3 cm.

MATEMATICAS © EDICIONES SM



Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Hacer calculos parciales Aplica la estrategia
F - \ ~ ;Cudl es el volumen total de la Figura 3.83?

El envase de un perfume se elaboré extrayendo de un ci-
lindro de vidrio dos porciones iguales en forma de cono
y adicionando una semiesfera como tapa (Figura 3.82).
;Cual es el volumen de la estructura?

3cm

. Fiaura 383

12 cm

FIBUIE 382 e s
6 cm

;Cuanto midenelradiode labasey laalturadel cilindro? =~ e

¢Cuales son las medidas del radio de la base y la altura
de cada cono? jCudl es el radio de lasemiesfara? | 0 et

Resuelve otros problemas

-‘3"5 ;Cual es el volumen en metros clibicos de una

o L 3 - ’ ?
Calcula el volumen de los sélidos que componen la es- esfera cuyo diametro mide 100 centimetros?
tructura. Luego, del volumen del cilindro resta el volu- bl

men de los conos y adiciona el de la semiesfera. Formula problemas

Plantea y resuelve un problema que involucre la
informacion de la Figura 3.84.

Se ctalcula el volumen del cilindro, de los conos y de la TN Scm
semiesfera. I
VCihndro = (6 cm)¥(12 cm) VCuIindra = 432w cm’ 20 cm
= | 2 - 3
. E11'(3 cm)? (6 cm) Voo = 18T cm @
4 Figura 3.84
Semiesfera = % %17(3 Cm)2 V‘Semlesfera = 1817 Cm3 \.______/

Se calcula el volumen del envase.

Enriquece tu vocabulario

» Busca el significado de las siguientes palabras y
explica la diferencia entre ellas:
- Area lateral
- Area total
- Volumen de un cuerpo geométrico

Verifica que el volumen de los dos conos sea 361r.

=
Z
@
&
=
=
=
o
o
(=]
-
<
=
=
=
g
=
=




Evaluacion del aprendizaje

Sistemas de unidades de medida. ! Razonamiento

Magnitudes fisicas o Determina la longitud del segmento CD tangente

Regolucion de problemas & a la circunferencia y la longitud del segmento EF.

o Resuelve cada problema. Ten en cuenta que CG = 2,74 cm, CF = 263 cm y
BG =292 cm.

w
1. Elena compra en el supermercado 23 kg de azlcar

y 15 kg de arroz. ;Cuantos gramos en total compré
Elena?

b. La distancia d desde un bote hasta un punto de
observacion es de 6267 m. ;Qué valor tiene esta
distancia en pies? ;Y en millas?

¢. Un automdvil parte del reposo y recorre 80 m en Figuiia 186
15 segundos. ;Cudl es la rapidez media del auto-
L £ e,
movil? ;Cudl es su aceleracion? Teorema de Tales
d. ;Cudl es la densidad de una sustancia de masa | Modelacion
12 kg y volumen 3 cm?? o Determina el valor de x. Ten en cuenta que
e. Si un cuerpo de 15 kg lleva una aceleracion de w ABIl DE.
40 m/s*, jcudl es la fuerza que lo impulsa? LA
f.;Cudl es la energia potencial de un martillo de 1 kg £
de masa cuando se halla situado a una altura de &
?
2,5 m sobre el suelo? 3 ¢tk
g. Se empuja un libro 2,3 m sobre una mesa horizon- /
tal con una fuerza horizontal de 4 N. ;Qué trabajo A =D .
efectlia la fuerza de 4 N? pr—2gm—sr—— 5gn ——
Figura 3.87
Calculo de longitudes Ejercitacion
Ejefcitacion o Observa la Figura 3.88.
0 Determina el valor de las incégnitas. od L
- —r 7 ‘ b , i
/ !
12
X . Cf':l] B £ 1_\0 cm H [ .
1,4cm / W
< T 24 cm 28 cm
A h
X 2,8cm - /C £ \-J -
X T”l Figura 388
\ / Calcula las siguientes medidas, si se sabe que
2,89 cm f TN :
\/\ g
a
v a. EF = b. GH = :
_ ‘ g
Figura 3.85 c. DE= d GJ = %
3

I
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Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Resolucion de problemas o ¢Cual es la altura de un prisma de base hexagonal, si
o Una torre eléctrica es sostenida por tres cables ten- w sesabe que el perfmetro de la base es 81 cm y su area
#& sionados que estan amarrados al suelo. Si los tres ca- lateral es 567 cm? = LAt

bles son paralelos, ;cudl es la altura de la torre? 1. 0,6 dm H 70 mm
050 m]— _ ¢ 1dm 4.008m
il
osom| .
Gin g, e, @ Encuentra el volumen comprendido entre la pirami-
f # de de base cuadrada y un cono que se construye a
xm partir de una circunferencia inscrita en la base de la
piramide. Ten en cuenta que las caras laterales son
J_ = triangulos isosceles. :

|._ 1,41 m _.|H|0,44 m
Frgura 3.89
Areas y volimenes de cuerpos geométricos
Resolucion de problemas

o Determina la cantidad de cartén que se utilizé para |
& construir una caja como la que se ilustra en la figura.

‘ 18 cm

Razonamiento
fa 390

0 Halla el &rea total y lateral de los prismas rectangula-
o El principio de Arquimedes permite calcular el volu- | # res cuyas dimensiones se indican en la Tabla 3.8.

#& men de un solido irregular. Segln el principio, el vo- -

lumen de un cuerpo es igual al volumen del liquido

Largo Alto Ancho
desplazado se sumerge el sélido en él. (m) (m) (cm)
Si'se cuenta con un recipiente con agua, como el de la ‘ = 2 o
Figura3.91,al sumergirunobjeto, el nivel delaguasube
1,5 cm, jcudl es el volumen del objeto? | 20 34 38

55 16 45

@ Sefala cuantos litros de liquido puede contener una
& semiesferade 5,5 cm de radio.

2. 004 L b. 0,09 L




‘ 4 Estadistica y probabilidad




» Hallar medidas de tendencia « A usar de manera significativa « Comprender algunas situacio-
central y de dispersion. las medidas de tendencia cen- nes en las que un dato o una
« Realizar gréficas estadisticas tral y de dispersion. tendencia puede representar

convencionales. al resto de datos.
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VOLq
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mer
Por

eres previos

> desea saber la intencion de

en las préximas elecciones
idenciales de Colombia, jse
pria aplicar una encuesta sola-
te en un municipio del pais?
qué?

cm

Para
estu
cion
tad
insti
el pr

estimar la altura media de los

diantes de un colegio, se selec-
a al primer estudiante de la lis-
e cada uno de los cursos de la
tucion, se miden y se obtiene
omedio de estas medidas.

L] dC
ra
Ciq

ual es la poblacion y la mues-
7 ;jEsta la muestra bien selec-
pnada?

R AR PR R AR IR NN RER R R R R

Terminologia estadistica

1.1 Poblaciéon y muestra

En esta situacion se pretende estimar la altura promedio de los estudiantes de
un colegio; por tanto, la poblacién son todos los estudiantes que estan matri-
culados en la institucion.

No siempre es posible estudiar todos los elementos de la poblacion, ya que
habrfa que dedicar mucho tiempo en el analisis de la informacion y podria
resultar costoso. Por ello, se elige una muestra, es decir, un subconjunto de la
poblacién. En esta situacion, la muestra corresponde a los estudiantes que en la
lista de cada curso ocupan la primera posicion.

Por otro lado, la muestra no esta bien seleccionada, ya que los estudiantes
no se eligieron al azar. Ademas, puede ser que la muestra asi elegida no sea
significativa.

La poblacion es el conjunto de todos los elementos que cumplen una de-
terminada caracteristica.

La muestra es cualquier subconjunto de la poblacion. Los elementos de la
muestra se deben elegir de forma aleatoria.

Si se desea elegir una muestra de 1000 personas de una poblacién en la que
el 60% son mujeres, se debe elegir al azar 600 mujeres y 400 hombres. De
esta manera, los resultados obtenidos en esta muestra permitiran determi-
nar conclusiones sobre la poblacién con un margen de error minimo.

1.2 Caracteres estadisticos y variables estadisticas

Un caracter estadistico es una propiedad que permite clasificar a los in-
dividuos de una poblacion. Puede ser cualitativo, si no se puede medir, o
cuantitativo, si se puede medir.

En la Tabla 4.1 se muestra una manera de clasificar los caracteres estadisticos

que pueden intervenir en un estudio estadistico cuya poblacién son los em-
pleados de una empresa.

Caracteres deporte que practica, comida favorita, profesion de los
- cualitativos padres.
Caracteres estatura, edad en afios, cantidad de afios en la empre-
cuantitativoes  sa, yel peso

Tabla 4.1

MATEMATICAS @ EDICIONES SM
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno ]

Los caracteres estadisticos pueden tomar distintos valores. El conjunto de to-
dos estos valores se denomina variable estadistica. Las variables estadisticas

pueden ser discretas o continuas.

Una variable es discreta cuando toma solamente valores aislados que se
expresan mediante nimeros naturales; y continua, cuando toma todos los

valores posibles dentro de un intervalo.

La edad en afos es una variable estadistica discreta, puesto que solo puede
tomar valores como 12, 13, 14, etc, mientras que la estatura es una variable
estadistica continua porque puede tomar valores como 1,28 cm, 1,56 cm,

1,36 cm, etc.

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o En un colegio hay 1250 estudiantes, de los cuales

@ 610 son hombres. Si se elige una muestra de 100
personas, ;como se deberd elegir la muestra para
que sea representativa de la poblacion? ;Cuantos
hombres y cuantas mujeres deberan haber en la
muestra elegida?

OConsidera la poblacion formada por tus com-
A paneros de clase. Para esta poblacion, determina:

2. Dos caracteres estadisticos cualitativos.

. Dos caracteres estadisticos cuantitativos de
variable discreta y dos de variable continua.

Resolucion de problemas

o En una empresa de transporte publico se quiere sa-

& ber la opinidn de los ciudadanos acerca del servicio

que ofrece. Para ello, unos encuestadores entrevis-

tan a los viajeros que acceden a este servicio en tres
estaciones.

a. ;Cudl es la poblacion? ;Cual es la muestra?

b. Describe la variable estudiada.

Evalvacion del aprendizaje

0 En la década de 1930, en una ciudad se hizo una

& encuesta telefénica para pronosticar el gana-
dor de las siguientes elecciones presidenciales. El
prondstico fue que ganaria el candidato A, pero
en realidad gano el candidato B.

a. iCudl es la poblacion?
b. ;Cuél es el caracter estudiado?

c. ;Crees que la muestra elegida fue representati-
va? ;Por qué?

d. ;Cémo se debid seleccionar la muestra de ma-
nera que los datos fueran confiables?

38 galvdable
4\
2
S
.§0
)
Un estudio realizado en Colombia sobre el con-
sumo de cigarrillo muestra que el 42,1% de los
32605 colombianos encuestados entre los 12 y
65 anos han fumado alguna vez en su vida. Iden-
tifica la muestra y la poblacion de este estudio.

iPor qué fumar no hace parte de un estilo
de vida saludable?
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Saberes previos

Regorta y pega una gréfica esta-
distica en tu cuaderno y escribe
alginas conclusiones del estudio
realizado.

Analiza

La [Tabla 4.2 muestra las cifras de
domaciones a diferentes fundacio-
: nesde un pais durante el periodo
: 2007 — 2012. Representa estos da-
: tos|graficamente.

2007 45000
2008 42800
2009 55000
2010 56900
2011 50000
2012 47 400
Tabla 4.2
160000 T
140 000 +
120000 +
1000001
80000 +
60000 + o
40000 =+
20000 +
0 T
Ago Sept Oct Nov Dic
Figura 4.2
Ciclismo

Figura 4.3

Graficas estadisticas

Se puede representar la informacion de la Tabla 4.2 con un diagrama de barras.
Para ello, se representan sobre el eje X los afios y se construyen rectangulos de
alturas proporcionales a la cantidad de dinero donado. Observa la Figura 4.1.

Il

2007 2008 2009 2010 2011 2012 Figura 4.1

60000 1

50000 +

40000 +

30000 +

20000 +

10000 +

0 E

2.1 Diagramas de barras

Los diagramas de barras se utilizan para comparar datos cualitativos o cuan-
titativos discretos.

2.2 Diagramas de puntos y de lineas

Los diagramas de puntos y de lineas permiten representar las frecuencias
absolutas de los datos para observar su variacion con respecto al tiempo.

En la Figura 4.2 se observa la variacion (en millones de pesos) en los ingresos
de una aerolinea en cinco meses.

2.3 Diagramas circulares

Los diagramas circulares se utilizan para comparar los distintos valores que
toma un caracter estadistico. Son recomendables cuando no existen mu-
chos valores y para mostrar como se relacionan las partes con el todo.

De un grupo de 80 personas encuestadas, 32 prefieren flcbol; 18, billar; 16,
tenis; 10, natacion, y 4, ciclismo. Las medidas de los angulos centrales se cal-

culan con la féormula g@® = *f‘”i,ﬂ 360°, donde N es el total de datos. Ob-
serva la Tabla 4.3 y la Figura 4.3.

EQRIEI_EE | Futbol Billar Tenis  Natacion  Ciclismo
o 18 16 0 4
a2 : 144° 871° 72° 45° 18°
Tabla 4.3

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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2.4 Pictogramas

Los pictogramas permiten sintetizar informacion estadistica mediante sim-

bolos que expresan cantidades especificas.

@ Reatiza todas las actividades en tu cuaderno ‘:l

we
LT LT L L L e

oy (v 1™y g ™y
-

L L LT e

't
L

e

W g #%y (™ 1%y U™y ™y Iy 1%y 0%y ™y
-

En la Figura 4.4 se representan las cifras de reciclaje de una ciudad en el o O k)
dltimo aflo mediante un pictograma. De ella, se puede deducir que se han oL O
reciclado 48000 toneladas de vidrio, 96000 toneladas de papel y 120000 W 8

toneladas de plastico.

Actividades de aprendizaje

1
Vidrio Papel Plastico
Cada «  representa 12 000 toneladas

GLla o

Ejercitacion
o La Tabla 4.4 recoge los ingresos mensuales (miles de

® pesos) de una empresa en los primeros cuatro me-
ses del afo.

Mes Enero  Febrero Marzo  Abril
Ingresos 78000 82000 80000 79000

Elabora con estos datos un diagrama de barras.
;Qué escala utilizaste?

o El consumo de minutos a celular de una persona en
~ los Gltimos cuatro anos fue de 48 500, 36200, 15 700
y 36400, respectivamente.

Representa con un diagrama de puntos y de lineas
esta informacion.

Comunicacion

o Durante el afio 2015 se registraron en las cinco prin-
A cipales actividades primarias del pals las cifras de
produccion de la Tabla 4.5.

Actividad Porcentaje de produccion
Agricultura 36,1%
Canaderia 32,1%
Pesca 5,4%
Mineria 20,3%
Explotacidn forestal 6,1%

lalria 45

Representa con un diagrama circular esta informa-
cién y compara los resultados.

o Consulta las cifras de tala de arboles en Colombia
A durante el dltimo ano. Dibuja un pictograma que

represente esta informacion.

Evalvacion del aprendizaje

0 El nimero de habitantes de diferentes pueblos,
& se muestra en la Tabla 4.6.

Pueblo Frecuencia
A 72000
216000
144000
96000
48000
24000

- m J M

Ta A
Representa la informacion en un diagrama de
barras y en un pictograma. Utiliza una escala
adecuada.

38 galudable

Disefia una encuesta sobre el consumo de sus-
tancias psicoactivas y aplicala de forma anénima
a 20 personas. Organiza los datos en una tabla
de frecuencias y representa los resultados. Luego,
determina a qué edad inicia el consumo de estas
sustancias. Consulta las consecuencias que esto
trae para la salud.
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Saberes previos

:Qué diferencia hay entre los inter- Los datos presentados en la distribucion de frecuencias se pueden representar
valos [0,3) y (0, 3] mediante un histograma. Para ello, se dibujan sobre el eje de las abscisas los
extremos de las clases que tienen amplitud 5. Luego, se construyen rectangulos
cuya base sea la amplitud del intervalo, y la altura, su frecuencia absoluta.

El histograma se observa en la Figura 4.5.
: En la Tabla 4.7 se registr6 el tiem-

Pensamiento aleat

. po, en minutos, que tardan unos i
. estudiantes en llegar a sus respec
: tivos colegios. , o=
- Tiempo 300 L
R g {(minutos)
Tiempo Niamero de 200 +
(min)  estudiantes 100 L ==
(5, 10) 50 PRV
[15, 20) 500 Numero de estudiantes Figura 4.5
(20, 25) 300
[2530) 150 Los histogramas permiten representar de manera grafica las clases o inter-
(30, 35) 100 valos de una distribucién de frecuencias y las correspondientes frecuencias
Tabla 4.7 absolutas o relativas.

: » ;COémo representarias estos da-

©tos que estan agrupados?

SN

En la Tabla 4.8 se registraron las masas de 5000 pacientes de un hospital y en
la Figura 4.6 el histograma correspondiente.

Masa (kg) ~ o
_ - pacientes 1600 -
[0,12) 100 14007
12,06 800 i
2 - Nimero 10001
[24,36) 1400 de  goo
pacientes 600
(36, 48) 1000 (
400
(48, 60) 700 200
(60, 72) 600
0 12 24 36 48 60 72 84
(72, 84) 400 _ Masa (kg)
Tabla 4.8 Figura 46

En el histograma se puede evidenciar que la mayor cantidad de pacientes
entrevistados tiene una masa entre 24 kg y 36 kg.

También se observa que de las 5000 personas estudiadas, solo 100 tienen
una masa entre 0 kg y 12 kg.

MATEMATICAS ©) EDICHOMES SM
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno_]

Comunicacion

o En un pafs se registrd lo que han pesado los bebés al
® nacer (Tabla 4.9).

Masa (kg) Nifios Ninas
[225) 450 750
(25 3) 1050 900
(3;35) 2250 1950
[3,5 4) 600 450
[4; 4,5) 300 150
Tabla 49

4. ;Cuantos nifos y nifas se pesaron?

b. Representa mediante un histograma las masas
de los nifios, y mediante otro, las de las nifas.

¢. jCual fue la masa mas usual que se registrd en la
sala de recién nacidos?

o En el histograma de la Figura 4.7 se registraron los
& ingresos mensuales que tienen 3000 restaurantes
de una ciudad.

Numero
de restaurantes

4 8 12 16 20 24 28 32
Ingresos (millones de pesos)

Figura 4.7

Responde las preguntas.

a. ;Cuantos restaurantes tienen ingresos entre los
20y 24 millones?

b. ;Qué porcentaje de restaurantes tiene ingresos
entre los 12 y 16 millones de pesos?

< iQué porcentaje de restaurantes tiene ingresos

inferiores a los 20 millones de pesos?

Evalvacion del aprendizaje

0 Se realizd un estudio sobre los meses de edad que

& tenian unos bebés en el momento que comen-
zaron a caminar. Los resultados se expresaron me-
diante el histograma de la Figura 4.8.

[

1200+
1000+
800+
600+
400 +
200+

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Edad (meses)

Figura 4.8
Responde las siguientes preguntas.

2. ;Cuantos bebés se observaron para realizar el
estudio?

b ;Cuantos bebés comenzaron a caminar entre
los 10y los 12 meses?

. ;Cuantos bebés comenzaron a caminar entre
los 12 y los 18 meses?

. ;Cuantos bebés comenzaron a caminar entre
los 9y los 12 meses?

Pregunta a tus compaferos de clase cual ha sido
el consumo de agua en sus hogares en el tltimo
periodo de facturacion. Elabora un histograma
con los datos y explica los resultados. .

;Cémo puedes hacer uso eficiente del agua?
;Qué consejos le darfas a aquellas personas
que no hacen uso responsable de este recurso?

-
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Medidas de tendencia central

Saberes previos

Un|vendedor de jugos de naranja 4.1 Media aritmética
vende en promedio 50 vasos de

jugo al dia. ;Qué significado tiene
el termino “promedio” en la expre-
sior) anterior?

Para calcular el promedio o la media aritmética, de las llamadas recibidas en la
estacion de bomberos durante esa semana, se suman los datos y el resultado
se divide por la cantidad total de datos. Es decir:

% =198 _ 56
7

i Analiza Por lo tanto, el promedio de llamadas diarias recibidas durante esa semana fue,
¢ En Ja Tabla 4.10, se registrd el ni-  aproximadamente, de 23 llamadas.
: mero de llamadas diarias recibidas

: en cierta estacion de bomberos La media aritmética (denotada x) de una variable, es el cociente entre la
. durante la primera semana del afio. suma de todos los valores x, de la misma y la cantidad total N de estos.
Dia Niimero de F T EHTTE 2
llamadas (x;) N N
Lunes 12
Martes 16 4.2 Media aritmética para datos agrupados
Miercoles 31 Para calcular la media aritmética de un conjunto de datos agrupados en
Jueves 25 clases, se determina el cociente de la suma de los productos de cada marca
iernes 34 de clase x, y su correspondiente frecuencia £, dividido entre el total de los
d4bado 21 datos, N.
[Domingo 19 xi
x_ = 1"
158
N
Tabla 4.10

: o ;Qual fue el promedio de llama-
: En un puesto de control de una au-

das diarias recibidas durante esa Velocidad  Numero de

- topista, se registraron las velocidades b
semana en la estacion? pasha, S Tege - : (km/h)  vehiculos (f)
: de algunos vehiculos que transitaron Trm— =
durante cierto dfa de la semana. Ob- '
serva la Tabla 4.11. {170, 20 5
Para determinar el promedio 1120, 1300 £
de las velocidades: (130, 140) 10
Tabla 4.1
_ « Primero, se calculan las marcas de clase o los puntos medios de los inter-
Marca Namero valos de clase, es decir, x en la Tabla 4.12.
Velocidad e ol de
(km/h) (x) vehiculos * Luego, se multiplican por su respectiva frecuencia y se divide la suma de
% (£) estos resultados entre el total de los datos.
(100, 110) 105 15
(116, 120) - = X = 105-15+115-35+ 125-25+ 135+ 10 _ 10075 _ . 2
‘ 15+ 35+ 25+ 10 85 ' s
[120, 130) 125 25 &
. . - £ s @
[130, 140) 135 10 La velocidad promedio a la que transitaron ese dia los 5 vehiculos que se g
Tabla 4,12 registraron fue de 118,5 km/h. :
E
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4.3 Moda y clase modal

La moda (Mo) de una variable estadistica es el valor de la variable que tiene
mayor frecuencia absoluta.

Si los datos estan agrupados en clases, se toma como valor aproximado de la
moda, la marca de la clase modal.

Una distribucién puede tener una moda (unimodal), dos modas (bimodal),
tres modas (trimodal), etc. Si todos los valores se repiten el mismo nimero de
veces, se considera que la distribucion no tiene moda.

Tomas encuestod a sus companeros de clase para determinar el tiempo, en T(ler.np;o N;tm:ﬁ;(:l&es
minutos, que dedican a estudiar en casa y registro los datos en la Tabla 4.13. L il
3 i 152 3
Se observa que la clase con mayor frecuencia es [35, 45). Esta se denomina [15,%5)
clase modal, y significa que entre los comparieros de Tomas son mas los que [25,35) 8
dedican entre 35y 45 minutos a estudiar en casa. [35,45) 10
[45, 55) 8
4.4 Mediana y clase mediana [55,65) 8
(65, 75) 3

La mediana (Me) de una variable estadistica es el valor de la variable tal que el Tabla 413
nimero de valores menores que €l es igual al nimero de valores mayores que él.

La mediana depende del orden de los datos y no de su valor.

Para calcular la mediana de la distribucion de velocidades de la Tabla 4.14,se ~ Velocidades de los vehiculos que

agrega una columna f, con las frecuencias absolutas acumuladas (Tabla 4.15) transitan en una autopista
. . 101 i
y se calcula la mitad de los datos. Asf: — = 50,5 vehiculos. Vélocidad Namero de
2 X, vehiculos
(km/h) ' f
Velocidad :
(kan/h) X, ¥ F, (90, 100) 95 16
[100, 110) 105 15
[29:190) %5 L L [110,120) 115 35
[100, 110) 105 15 31 (126,130) | 125 -
[110,120) 115 35 66 (130, 140) 135 10
(120, 130) 125 25 91 10
(130, 140) 135 10 101 -
101

fabla 4.5

La clase mediana es [110, 120), porque alli F > 50,5. El valor aproximado

de la mediana es la marca de clase del intervalo de la mediana. Es decir,

110 + 120
Me = ————— Por lo tanto, Me = 115 km/h.
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Medidas de tendencia central

4.5 Relacion entre media, mediana y moda
en una distribucion de frecuencias

La relacion entre las medidas de tendencia central, en una distribucion de
frecuencias, se puede observar trazando una curva suavizada. A esta relacién

se le denomina sesgo.

Dependiendo de los valores de la moda, la mediana y la media, se tienen las

siguientes relaciones:

» Moda < Mediana < Media,
es un sesgo a derecha y equi-
vale a una distribucion posi-
tiva (Figura 4.9).

Moda > Mediana > Media,
s un sesgo a izquierda y co-
rresponde a una distribucion
negativa (Figura 4.10).

e Moda = Mediana = Media,

es una distribucion normal.
La curva es simétrica (Figura
4.11).

La relacion entre la moda,
la media y la mediana de
la distribucion de la Figura
412 que determina la varia-
cion de la poblacién de un
virus, es un sesgo a derecha.
Entonces, la distribucién es
positiva.

Millones
de personas
Mo: 35 anos
Me: 45 afios
X: 45,5 anos

/] 3
~J
¥ b
pd .I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 (Anos)

Figura 4.9

Millones
de personas
e Mo: 75 afos
304 Me: 65 anos
X: 64,5 anos

20+
104

R - Edad

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 (Afos}
Figura 4,10
Millones
de personas Mo: 55 afios
40 Me: 55 anos
- X: 55 afios
204
104
— | | | Edad
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 (Afios)
Figura 4,11
Miles de

individuos

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 (8

Figura 4.12
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en {u cuaderno :l

Ejercitacion
o Halla la media aritmética de los resultados registra-

. dos en la Tabla 4.16 referentes a la longitud de salto
de un grupo de atletas.

Salto(m) [2,25) [253) [335) [354)
Nimero
4
de atletas L 5
Tabla <16
Razonamiento

o Averigua el dato que falta en la siguiente distribu-
# cion para que la media sea 18.

7 12 15 22 23 28 32

o Responde estas preguntas.

& 4. Es posible que la media no coincida con ningdn
valor de la variable? ;Esto es posible con la
moda?

b. ;Por qué en la Tabla 4.17 la mediana resulta
poco significativa?

% | 3 | 1 | 200

o EE 1 50

Tabiz 417

Resolucion de problemas

o Al lanzar un dado 60 veces se registraron los siguien-
& tesresultados de menor a mayor.

[ e B S
[ o R U e
Lo i B = O
Gy o B W N =
Lo W o B W N
L o B B
Lo o R O
O Oy W N =
Oy v W W N =
Oy Oy W N =

2. ¢Cudl es el resultado obtenido con mayor fre-
cuencia?

0. {Cual es el promedio de los resultados?

. Si se lanza una vez mas el dado, ;cual es el resul-
tado mas probable?

e Halla las medidas de tendencia central de la distri-
# bucion de la Figura 4.13 y describe la relacion que
hay entre ellas.

Clientes
2004
150+
100+

50+

8 ! Tiempo
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 (MiN)

Figura 413

o En una encuesta sobre movilidad, se preguntd a

A 1000 conductores acerca del nimero de multas re-
cibidas que ha sido mayor o igual que 0 y menor o
igual que 5.

Nimero

de 21 260 150 190 100 90
conductores

Niumero

1 2 3 4 5
de multas

Tabla 4 18
a. jCual es el dato central de la distribucion?

b. jCual es la moda de los datos?

¢ ;Cuél es el promedio de multas recibidas por los
conductores encuestados?

Evalvacion del aprendizaje

0 Se registro el niimero de horas que 20 trabajadores
& dejaron de asistir a la oficina por problemas de salud
el afio pasado. Los datos obtenidos fueron estos:

\

0 3 4 8 10
12 12 1s 15 17
19 21 21 23 25
26 32 33 40 60

2. ¢Cuadl es el nimero de horas de absentismo
laboral que ocurrio con mayor frecuencia?

b. ;Cudl fue el promedio de horas no trabajadas
en este grupo de personas?
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. Las potas de la evaluacion final
: de rateméticas que ha sacado
 un grupo de 50 estudiantes de
: unalinstitucion, se relacionan a
: coninuacion.

6 (4 3
8|2 |'5
1014 | 3
6 |4 5
37 4

W o [V B

Saberes previos

Halla el 25%, el 50% vy el 75% de
100} 350 y 40,

PR | | Y | WD

5
3
7
5
F

6
1

5
6
4

DI L Oy | D2

S [ e i o

Medidas de posicion no central

4
9
8

10
2

¢« ;Quél es el porcentaje de estu-

—_

f

)

diantes que obtuvieron una cali-
igacién menor o igual que 57

.......................................

Para calcular el porcentaje de estudiantes que obtuvieron una calificacién de 5 o me-
nos, primero se debe organizar la informacion de menor a mayor. Luego, se cal-
culan las frecuencias absolutas y acumuladas, tal como se representa en la Tabla 4.19.

B 1 | 2 | 3 | 4 |5 | 6 | 7 | 8|9 |10
SE= 3 4 g 1|11 | 8 5 4 | 3 2
F, T | 4 |8 [ 77|28 |36 | 41 |45 | 48 | SO

. — ’ ; Tabla 4.19
Finalmente, se hace la medicién mediante cuantiles.

5.1 Los cuantiles

Los cuantiles son medidas que dividen el conjunto de datos en grupos con
la misma frecuencia.

Los principales cuantiles son:

» Los percentiles: dividen los datos en cien grupos de la misma cantidad. Esta
medida da los valores correspondientes al 1%, 2%, 3%, hasta el 99% de los
daros.

» Los deciles: dividen los datos en diez grupos con la misma cantidad de datos.
Ellos indican el 10%, el 20%, el 30%, hasta el 90% de los datos.

» Los cuartiles: dividen el conjunto de datos en cuatro grupos iguales. Indican el
25%, el 50% y el 75%. Este es uno de los tipos de cuantiles que mas se utiliza.

5.2 Los cuartiles

Los cuartiles son los valores que dividen el grupo de datos, ordenado de
menor a mayor, en cuatro partes iguales.

Hay tres cuartiles, que se pueden definir asf:
» Cuartil 1(Q,): primer valor que supera o iguala una cuarta parte de los datos.

» Cuartil 2 (Q,): primer valor que supera o iguala la mitad de los datos. Coin-
cide con la mediana del conjunto de datos.

» Cuartil 3 (Q,): primer valor que supera o iguala las tres cuartas partes de los
datos.

Para determinar los cuartiles de la Tabla 4.19, se calcula la cuarta parte de los
datos, es decir, 50 + 4 = 12,5.

Q, es 4, pues su frecuencia acumulada es mayor o igual que 12,5.
Q, es 5, pues su frecuencia acumulada es mayor o igual que 25.
Q,es 7, pues su frecuencia acumulada supera o iguala a 37,5.

Esto indica que de los 50 estudiantes: el 25% sacd 4 o una nota inferior a 4, el
50% saco 5 o una nota inferior a 5y el 75% sacé 7 o una nota inferior a 7.

MATEMATICAS © EDICIONES 5M
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Calcula la media, la mediana, la moda y los cuartiles
. delos datos de cada estudio estadistico.

Construye tablas de frecuencias y escribe una con-
clusién para cada uno.

a. Se les preguntd a 40 personas cuantas horas de-
dican a chatear y se obtuvieron estas respuestas.

2| &4 |8 | 3|25 |3|8|¢E
2|1 |42 |2 (92| 5|9 |6 5
3|2 | A |7 || &|5 |4 |86 | F
815 |2|01 |64 |5 |11 4

b. Se les preguntd a 36 estudiantes cuantos mi-
nutos tardan en ir de su casa al colegio y estas
fueron las respuestas.

T 122|710 | | 30 12|15 |15 | 15
20 | 15 (<10 (12 | 8 |20 |28 |25 | 1O
T5 | 92| 10| 15 | 12 | 20 | 20:| 25 | 45
1|20 |20 (15 | 12 | 12|15 |25 | 20

Razonamiento

o La Tabla 4.20 muestra los salarios anuales de los tra-
& bajadores de una empresa. Calcula en qué interva-
los se encuentran los cuartiles y analiza el significa-

do de los porcentajes correspondientes.

Valores

(en millones pesos) % F

Menos de 15 2 2
[15,30) 18 20
[30, 45) 56 76
(45, 60) 72 148
(60, 75) 42 190
(75, 100) 35 225
(100, 115) 24 249
(115, 130) 15 264
{130, 145) 12 276

[145, 160) 8 284

la 4.20

.
o A 1000 personas de una ciudad se les pregunto cual
& es la superficie de la casa o apartamento donde vi-
ven. La Tabla 4.21 muestra los resultados.

Superficie (m?) f F,

[50, 65) 155
(65, 80) 262
(80, 95) 293
(95, 110) 142

(110, 125) 104

[125, 140) 36

(140, 155) 8

Tabla < 2
a. Caleula la frecuencia acumulada en cada caso.

b. Calcula en qué intervalos se encuentran los
cuartiles.

Comunicacion

OgPuede coincidir el cuarti medio de un gru-

& po de datos con la media aritmética? ;Por qué?
Comenta tu respuesta con algunos de tus compa-
feros y escriban una conclusion general del tema.

Evalvacion del aprendizaje
.

0 Este es el dinero (en pesos) que acumulé una ma-
& quina de dulces en 30 dias.

136640 122088 88320 108320 0
126720 0 144480 576800 115680
134720 152160 0 0 116080
123200 102880 87840 106080 0

0 125440 115680 134560 106080
93440 0 0 107870 138080

a. Calcula la media, la mediana y los cuartiles.
; Tiene sentido incluir los dias en los que no
hay consumo?

b. En uno de los dias se observa un aumento nota-
ble del consumo. Si se elimina ese dia, jla media
se ve afectada?, ;los cuartiles cambian? Explica
por que.
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a Diagramas de caja y bigotes

Salweres previos

edades de 25 estudiantes de
eno grado son:

5 151 ™M 16 16
& 15 15 17 18
5 18 W 17 17
g 7| - da 16 ¢ 5

B 14 13 13 18

a el menor y el mayor dato vy

los cuartiles Q, Q,y Q..

W oz

El n

Uimero de pulsaciones por mi-

nutp de 50 estudiantes se registrd
en la Tabla 4.22.
. Namero de li | |
: |pulsaciones| f | F
: 1
: 2 | 6 | 6
6 | 5 | 1 |
68 | 4 | 15
69 | 1 | 2%
72 | 12 | 38
74 12 50
= ‘ Tabla 4.22

+ Representa los datos en un dia-

......

ama de caja, y estudia la sime-

trig y concentracion de los mis-

0s.

..................................

Conoce

Para representar los datos en un diagrama de caja, se calculan los siguientes
parametros: limite inferior (L), Q, Me, Q, y el limite superior (L)

L=62

, Q=68 Me=Q=69 Q=72 L,=74
Luego, se dibuja un segmento que tiene como extremos L y L. Sobre él se mar-
can Q, Q, = Mey Q, Finalmente, se construye una caja (rectangulo) que va de

Q, hasta Q, Las lineas que sobresalen de la caja se llaman bigotes.

El diagrama de caja y bigotes se muestra en la Figura 4.14.

68 69 72
62 74
Limite | } f } I } i } } { Limite
inferior superior
Qi_] l_ Me = Q2 l_ Q3
Figura 4,14

Al observar el diagrama se puede concluir que:

« El bigote de la derecha (Q,, L) es més corto que el de la izquierda (L, Q,), lo
que indica que las pulsaciones se encuentran més concentradas en la cuarta
parte mas alta de los datos.

+ Las pulsaciones que se hallan entre el 50% y el 75% de los datos (Q,, Q, ) estan
mas dispersas que las que estan entre el 25% y el 50% Q, Q,).

Un diagrama de caja y bigotes es una representacion grafica que permite
estudiar la simetria o asimetria de una distribucién. En estos diagramas se
reflejan cinco parametros: los fmites inferior y superior, y los cuartiles.

Para determinar si una distribucion de frecuencias es simétrica o asimétrica
es necesario calcular su media. La media de la distribucién de la Tabla 4.22
es 69,6. Como el valor de la media no estd en el centro de la caja se puede
concluir que la distribucion no es simétrica.

El diagrama de cajas da informacién sobre cémo se encuentran concentrados
los datos. Para saber si hay algtin valor més alejado o valor atipico que distorsio-
ne el estudio de los diferentes parametros existe el siguiente criterio:

. [*>e+ide-q)
x es un valor atipico si 0

x <Q—15Q,- Q]

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Los siguientes datos corresponden al nimero de fallas de asistencia al cole-

gio de 30 estudiantes durante un mes.

E=1 Bt

Los valores atipicos son:
x<Q —15Q, - Q]
¥ T= 152
Xese—y

%o 31,502
X>=>6

Por lo tanto, 8 es el Unico va-
lor atipico. En el diagrama de

x>0+ 150Q,— Q]

caja de la Figura 4.15 se ubi-
c6 un asterisco que sefala la o) |
ubicacion del dato atipico. T Me=qQ

Actividades de aprendizaje

~
Resolucion de problemas Evalvacion del aprendizaje
Representa el diagrama de caja y bigotes de cada : ; i
o N . 8 jay big 0 En las figuras 4.16 a 4.18 se observan los diagramas
@ distribucion. Ten en cuenta que para datos agrupa- e :
o . & de cajay bigotes de tres variables.
dos los limites inferior y superior corresponden a las
marcas de clase del primer y tltimo intervalo. S
2. Edades de los estudiantes que acuden a una T
biblioteca en un dfa. gl
Edad Variable B
(aﬁos) [6,8) | [8,10) [10,12) | [12,14) [ i . —t— f———t } | |
Niimero de Fioura 4
estudiantes 12 M B
; Variable ©
L ——t——
0. Resultados de unos estudiantes en la prueba de
salto de longitud.
Salto Determina qué se puede decir de cada uno de
225) [253) [335) [12.14) el
(m) ellos en cuanto a los siguientes aspectos.
Nimero de 9 44 5 a. Concentracion de los datos.
estudiantes b. Dispersion de los datos.
bia 4.24 . 5
. Simetria.
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i Medidas de dispersion

Saberes previos

Halla el promedio de estatura de  Los datos varfan entre 56 y 95, la menor y la mayor de las calificaciones, respec-
tus gompafieros que tienen menos  tivamente, obtenidas por los estudiantes. A la diferencia entre estos valores se
de 15 afios y el promedio de los  le llama rango.

que tienen 15 afios 0 mas. Luego,  Para comprender el comportamiento de los datos de un conjunto, se puede

determina en cudl grupo estan mas  determinar su dispersién o variabilidad a través del rango, la varianza y la des-
cercanos los datos a la media. viacion tipica.

7.1 Rango
- m El rango de una distribucion es la diferencia entre el mayor valor y el menor
. Las calificaciones de un grupo de valor de la variable estadistica. También se llama recorrido.
¢ diez|estudiantes en un examen de
. estadfstica son las siguientes: 7.2 Varianza

Antes de estudiar el concepto de varianza, es necesario definir la desviacién

5 58 67 69 75 respecto a la media

77 77 82 84 95

Se conoce como desviacion respecto a la media, d, a la diferencia entre

/ I . cada valor de la variable estadistica, x,, y la media aritmética, X" Es decir:
& l d=x—X
-
N ey

— La media aritmética de los datos de la Tabla 4.25 es X = 25,1y las desviacio-
nes respecto a la media se muestran en la Tabla 4.26.

P et *"“t‘: ‘:;".W‘

. u::‘" - a% - B - = :

P W 2 AN NN }:;‘t:::]es“(’xd]e 2|l |a |25 5| e
d=x—-% —-131 —-81 —41 19 99 119 239

Tabla 4.26

.« ;Enure qué valores varfan los datos?

.......................................

La varianza s* de una variable estadistica x es la media aritmética de los

e = T
Nomerode e () | cuadrados de las desviaciones respecto a la media. Para datos agrupados es:
12 5
17 3 5 f|[X1_;]2+J;[X2_E]2++fn[Xn _)?]2 fo{XI _‘)_(]2
5 _— —
21 6 f}+f2+.,.+fn N
27 8 - - r -
3% F 7.3 Desviacion tipica
37 3 La desviacion tipica s es la raiz cuadrada positiva de la varianza.
2 —_ Ejemplo 2
Tabla 425 La varianza y la desviacion tipica de los datos de la Tabla 4.25, son:
=
= B S+ {(=81P-34+(—41P2-6+(19P -8+ (997 4+ (1190~ 3 + (239)*-1 §
5+3+6+8+4+3+1 °
2572 g
1= T - i =
$= Ty T8I s =046 z
=




; 5 '_ Pensamiento aleatorio

@] Realiza todas las actividades en tu cuaderno]

7.4 Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion CV sirve para comparar la dispersion de distribu-
ciones que tienen diferentes medias y distintas desviaciones tipicas.
=y 1 X s
(Wi =
Sara 85 13
Lucia 75 12

En la Tabla 427, se muestran la media y la desviacion tipica de las notas de Tabla 427
Sara y Lucfa. El coeficiente de variacion de cada una es:
= b o=l =02
Vo= 3 =55 =015 V= 5 =75 =016

Aungque la desviacion tipica de Sara es mayor, las calificaciones de Lucia son
mas dispersas porque es mayor el coeficiente de variacion.

Actividades de aprendizaje .
Razonamiento Evaluvacion del aprendizaje
o Los porcentajes de uso del cinturon de seguridad en p

o Las figuras 4.19 y 4.20 muestran los puntos anota-

@ dos ciudades A y B durante cuatro dias se muestran

ot s Tabls 48 & dos por dos jugadores de baloncesto.
15T Jugador A
Al 87 | 78 | 67 | 8 8 g 10
Es B
EE
B 60 95 92 47 33
2
Tabla 428
= o . 5 10 15 20 25 30 Puntos anotados
Calcula el coeficiente de variacion en cada ciudad e Figtira 4.19
interpreta el resultado. B }g Jugador 8
y o8 &l
Resolucion de problemas § % 6|
. . . - - = 4 I
o En un colegio hay matriculados la siguiente canti- 2t
& dad de estudiantes: 5 10 15 20 25 30 Puntosanotados

Figdra 4.20

+ En grado sexto hay 112 estudiantes. ; _ _
;Cual de ellos alcanza la mejor media anotadora?

« En grado séptimo hay 123 estudiantes. A . -
;Quién es mas regular en su posicion?

« En grado octavo hay 130 estudiantes.
o En la Tabla 4.29, se registré el nimero de goles que

« En grado hay 110 estudiantes.
FIASCIOEIRY LR ESEe G #& hicieron dos equipos de fatbol A y B.

+ En grado décimo hay 150 estudiantes.

« En grado once hay 146 estudiantes. B 95 | 24 | 57 | 94 | 96 | 75 | 97 | 94
2 2. Elabora una tabla que contenga los anteriores B 28 30 21 2 27 20 28 30
S datos. abla 42
2 b. Halla el rango. Calcula el promedio de goles de cada equipo.
3 ¢. Calcula la varianza y la desviacién tipica. ¢Cudl de ellos es mas regular en su desempefio?
i e \ J
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Inferencias de poblaciones. Estimadores puntuales

)leres previos

e realiza un estudio estadistico
na muestra no representativa,
podrian generalizar las con-
jones a toda la poblacién?
lica.

\aliza

en una ciudad que tiene
0000 de habitantes, se selec-

cioma una muestra aleatoria de
2000 personas, de las cuales 560

zan internet, ;cual es la estima-

cion puntual del nimero de ciu-
: dadanos que utilizan este servicio?

ssssssssnnnns

san

8.1 Estimador y estimacion puntual

En esta situacion se debe calcular la proporcién de ciudadanos que utilizan
internet sobre una muestra de 2 000 personas; a esa proporcion se le denomina
estimador o estimador puntual.

El porcentaje x de entrevistados que utilizan internet se calcula asf:
Personas que utilizan internet —’_|_y
560100

2000 |

Personas encuestadas

= 28%

Luego, 0,28 es la estimacién puntual requerida.

Sila muestra esta bien elegida, se puede inferir ese resultado sobre la pobla-
cion de todos los habitantes de la ciudad; es decir, se podria concluir, de forma
un tanto superficial, que el 28% de la totalidad de habitantes utilizan internet.

Este es un ejemplo de lo que se denomina estimacion puntual, la cual consiste
en asignar un valor muestral concreto al parametro poblacional que se desea
estimar,

» Parametro: es un valor numérico que describe una caracteristica de una
poblacion.,

- Estadistico: es un valor numérico que describe la caracteristica de la muestra.

- Estimador puntual: es un estadistico que se usa para estimar un parametro
poblacional.

« Estimacion puntual: es el valor numérico que toma el estimador puntual
para una muestra determinada.

8.2 Propiedades de un estimador

En los estudios estadisticos se pueden utilizar diferentes estimadores; por ello
es importante reconocer algunas caracteristicas de los estimadores como el
sesgo v la eficiencia.

Un estimador es centrado o insesgado si su media coincide con el valor
del parametro que se va a estimar. La diferencia entre el verdadero valor del
parametro que se estima y la media del estimador, mide el error cometido
al utilizar el estimador, y se denomina sesgo. Si el sesgo es cero, entonces el
estimador es centrado.

Un estimador es eficiente cuando su varianza es minima o cuando presenta
menor varianza que otro.

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Cuatro tiradores efectuaron diez disparos sobre una diana con el objetivo
de alcanzar el centro de la misma. Los disparos han quedado reflejados en la

Figura 4.21.

Tirador A

Tirador B

Tirador C

Tirador D

Figura 4.21

Entre los tiradores se pueden hacer las siguientes distinciones:

» Los disparos del tirador A no se desvian en ninguna direccion (ni arriba, ni
abajo, ni a izquierda ni a derecha) por tanto, no tiene ningin tipo de sesgo

hacia ninguna de esas direcciones.

+ Los disparos del tirador B se desvian hacia la izquierda; por tanto, se dice

gue estan sesgados.

« Los disparos del tirador C se desvian hacia la izquierda; por tanto, estan

sesgados.

« Los disparos del tirador D no tienen ningin tipo de desviacion hacia nin-
guna de las direcciones; por tanto, se dice que estan insesgados.

Los disparos de los tiradores A y B estan muy dispersos o poco concentra-
dos, mientras que los de los tiradores C y D estan muy concentrados.

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Si se traduce la situacion del Ejemplo 1 en términos

® de la teoria de la estimacion, cada dispare puede
corresponder a una estimacion efectuada por un
determinado estimador sobre una muestra.

Completa cada enunciado.

a. La diana del tirador A representa un estimador

Evalvacion del aprendizaje

o En una ciudad hay 2 000000 de estudiantes, algu-
& nos de los cuales juegan baloncesto.

a. jCual es la estimacion puntual del nimero de
estudiantes, que juegan baloncesto, si se selec-
ciona una muestra de 500, y entre estos, 350
estudiantes practican este deporte?

b. ;Cual debe ser el tamafio de una muestra y
cuantos de los estudiantes de esta deben prac
ticar baloncesto para obtener una estimacion

puntual de 0,527 ;y una estimacion puntual
de 0,317
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Saberes previos

Preglinta a siete de tus comparieros
las notas y el nimero de ausencias
que [registraron en el dltimo periodo
en Matemadrticas. Luego, construye
una|tabla en la que organices los
datos. ;Como podrias representar la
informacion graficamente?

,-m
.

: Se preguntd a 50 personas acerca del
uso del transporte publico a lo largo
* de un mismo dia y se registraron los
- dartos en la Tabla 4.30.

Taxi
: ) :
Autobiis gd e
- (v _

0 2 2 |18 14

] 41 81| 8 20

2 Bilg | 2 16

Toral 14 |16 |:20| 50
Tabla 430

. o ;Clantas personas toman taxi

das veces?, jcuantas viajan en au-
tobus en dos ocasiones?, jcuan-
tas usan taxi y autobus dos veces
al dia?

9.1 Variables estadisticas bidimensionales

Si se tiene en cuenta que en la primera fila es-
tan ubicados los valores de la variable X: “nu-
mero de veces que se usa taxi” y en la primera
columna los de la variable Y: “niimero de veces
que se usa autobus’, puede decirse que:

+ Hay 20 personas que toman taxi dos veces.

+ Hay 16 personas que viajan en autobus en
dos ocasiones.

» Hay dos personas que usan taxi y autobus
dos veces al dia.

Las variables que se obtienen al observar simultaneamente dos caracteristi-
cas de un mismo elemento de una poblacion estadistica se llaman variables
estadisticas bidimensionales. Estas se representan mediante el par (X, Y) y
toman los valores (x,, y); (X, ¥,) . (x,¥ ).

9.2 Tabla de doble entrada

La tabla de doble entrada se utiliza cuando el nimero de valores observa-
dos de una variable bidimensional es bastante grande y se repiten muchos
de ellos.

La Tabla 4.31 es una tabla de doble entrada en la que figuran los resultados
de una encuesta hecha a los empleados de una empresa para estudiar la
incidencia del tabaquismo en la gravedad de los accidentes laborales.

Muy : Lesiones
grave Grave - medianas LEVGS
Muy
fumador 20 10 10 30
Fumador 30 40 20 50
Fumador
Smoridic 10 60 80 60
No fumador 5 20 30 50
Tabla 4.31

Con base en los resultados, se puede afirmar que de los trabajadores muy
fumadores solo diez han sufrido accidentes laborales graves; en cambio, de
los fumadores esporadicos, 60 se han lesionado gravemente.

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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9.3 Dependencia aleatoria y funcional

La relacion entre dos variables unidimensionales puede ser:

- De dependencia funcional, si sus valores se ajustan a la grafica de una
funcion. :

- De dependencia aleatoria o correlacion, si sus valores no se ajustan a la
grafica de una funcién, pero guardan cierta relacion.

El diagrama de dispersion o la nube de puntos se utiliza para tener una idea

intuitiva de la relacion que existe entre dos variables.

Observa las figuras 4.22 a 4.24.

v v Y

» La nube de puntos de la Figura 4.22 es muy estrecha; por tanto, hay una
dependencia significativa y al aumentar una variable, aumenta la otra, es
decir, presentan una dependencia o una correlacion positiva o directa.

s La nube de puntos de la Figura 4.23 es muy estrecha; por consiguiente,
también hay una dependencia significativa y al aumentar una variable, la

otra disminuye; esto es, presentan una dependencia o una correlacion
negativa o inversa.

» En la Figura 424 no se observa ninguna dependencia entre las variables;
por ello, se dice que su correlacion es nula.

En la Tabla 4.32, se muestran la estatura, en centimetros, de diez personas y
el nimero de calzado que usan.

Estatura
{cm) 154: | 156 | 457 | 158 | 180 | 963 | 485 | 120 | "N 172
Niimero
de 35 |36 | 36 | 36 | 37 | 3% | 38 | 40 | 41 | 4
calzado

Al representar los pares de valores de la variable estadistica bidimensional
(Estatura, NUmero de calzado), se obtiene un conjunto de puntos que re-
presentan una correlacion positiva, como se observa en la Figura 4.25.

Namero de calzade

X

154 156 158 160 162 164 166 168 170 172
Estatura (cm)
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9 Variables estadisticas bidimensionales. Dependencia

9.4 Covarianza

Al estudiar una variable bidimensional, es necesario estudiar también las varia-
bles unidimensionales que la forman, caracterizandolas por su media y su des-
viacion tipica. Este proceso se llama estudio de las distribuciones marginales

asociadas a la variable bidimensional.

e (E s ) distribuciones

Variable bidimensional: (X, Y) — ¢

X

Ay.s, ] marginales
(7s)

Al punto (X, y) se le llama centro de gravedad o de masas de la variable
bidimensional (X, Y).

covarianza o varianza conjunta de las variables X y Y.

La covarianza de una variable bidimensional (X, Y) que toma los valores
(¢, ¥.) (%, ), (x, ¥, ) viene dada por la siguiente expresion:

X =Ry, -7 Xgxy,
v N % 0 = —N_

s -Xy

Ejemplo 4

En la Tabla 433, se representan 10s Nfimero Altura _, :
dias ranscurridos desde que se plan-  dedias  enem % ¥ xy
. . i .

to cierta planta y la altura, en centi- TLAR ST B : !
metros, que crecio. 10 6 100 36 60
12 7 144 49 84

Observa cémo se calculan los paré-

metros de las distribuciones margi- 15 9 25| 81 | 135
nales de X y Y y la covarianza de la 18 9 324 81 162
variable (X, Y). 25 12 625 144 300
32 13 1024 169 416
36 | 15 1296 225 540
38 17 1444 289 646

186 88 5182 1074 2343

Las distribuciones marginales de las variables X y Y, respectivamente, son:

5182

X =—==7325dias s5,= [22% 2325 =1035
8 8
- 88 1074 _ ..,
y=—é—=11cm sy=1’ 3 11 =364
2343

Covarianza: B 5 —2325-11=3713

Ademas de los parametros unidimensionales dados por las distribuciones mar-
ginales, es necesario introducir un nuevo pardmetro que tenga en cuenta la
posible relacion entre las variables marginales. Este nuevo parametro, se llama

Tabla 433
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@ Realiza todas las actividades en tu cuadernoj

Actividades de aprendizaje

Razonamiento

o Completa la Tabla 4.34.

¢ X

A B C Total

2

oo =<

m
~1

Total 7 6
Ta Ha 434

Comunicacion

o Indica qué tipo de relacion tienen las variables bidi-
A mensionales (x,y,), (x,y,) y (x, y,) de la Tabla 4.35.

- R
BN 9 | s | 21 | 25 | 27 | 21
e 5 | 3 | 2| 1|0 |2
o o | 3 || 1| s | 3

Tabla 435

o Observa la variable bidimensional registrada en la
& Tabla 436y realiza lo que se pide.

Niimero de cigarrillos
consumidos al dia

indice de mortalidad % 02 04 05 12 17

Tabla 436

3| 6|8 20|25

2. Representa la nube de puntos.

0. Indica el tipo de correlacion.

o Estudia la variable bidimensional de la Tabla 4.37.
® Luego, calcula las medias y las desviaciones tipicas
de las variables X y Y.

Xul 2 3 4 5 6 7 & |9
Y 4 > | e |24 | 30| 34 | 38 | 42

Tablaa3y?

o Calcula las medias y las desviaciones tipicas de las
& variables X y Y, y la covarianza de la variable (X, Y)
con ayuda de los datos registrados en la Tabla 4.38.

gW 3 | 6 | 8 | 20|35
N 02 | 04 | 05| 12 | 17

Tabla 438

Resolucion de problemas

Ten en cuenta los datos de la Tabla 4.39. Luego, com-
W pleta las proposiciones y responde las preguntas.

s 3 5 7  Total
4 3 1 4 1 9
T 1 3 1 1 6
11 1 1 3 5 10

13 1 3 1 2 7
Total o6 8 5 9 32

Tabla 439
2. La frecuencia absoluta de (5, 11) es...
0. El nimero de puntos del tipo (3, y) es..
. El nmero de puntos del tipo (x, 13) es...

. ;Qué porcentaje de datos presenta la caracteris-
tica 3 en la variable unidimensional X?

. ;Que porcentaje de datos presenta la caracteris-
tica (5,11) en la variable bidimensional (X, Y)?

Evalvacion del aprendizaje

o Los valores de una variable bidimensional (x, y)
& son los siguientes: (2, 2), (4, 2), (4, 4), (4, 3), (7, 5),
(7,7).(7,6),(56),(55), (5 4),(8,6) y (9, 7).

\

2. Dibuja el diagrama de dispersion.

0. Indica el tipo de dependencia entre ambas
variables.

o Durante su primer afio de vida, han pesado a
& Miranda cada mes. En la Tabla 4.40, aparecen sus

pesos. X representa la edad (meses) y Y, el peso
(kilogramos).

cot [ e A - - - A < I O o O
YW 32| 37 42|53 57 65! 68 72|28 27 B | 85
Tabla 440

2. Representa el diagrama de dispersion.

b Calcula la covarianza.
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Saberes previos

D Correlacion lineal

é son magnitudes correlacio-

nadas? Da un ejemplo de mag-

nity
cion
cortl

des directamente  correla-
adas y uno de inversamente
elacionadas.

a Figura 4.26, se representan

variables correlacionadas.
vl .
14 «°
- | -
ol 1 X
Figura 4.26

+ ;Qué tipo de correlacion hay en-

tre las variables representadas?

L sssssssnss

a

Figura 4.31

10.1 Coeficiente de correlacion lineal

Las variables representadas en la Figura 4.26 evidencian una correlacién lineal

perfecta, ya que todos los puntos estan alineados sobre una recta.

Si la representacién de la relacion entre dos variables es una nube de puntos
que se condensa en torno a una recta, entonces existe una correlacion lineal

entre las variables. El coeficiente de correlacidn lineal se define como

S

xy

r= —< yestacomprendidoentre =1y 1.

5.5
X7y

Ejemplo 1

Observa la relacion que hay entre el diagrama de dispersion y el coeficiente
de correlacion lineal en los casos que se muestran en las figuras 4.27 a 4.31.

= v
Correlacion negativa y perfecta.
Los puntos estan alineados.
Dependencia funcional.

=feml
Correlacion negativa, mas fuerte

cuanto mas se aproxima ra —1,y mas

débil cuanto mas se aproxima a 0.
Dependencia aleatoria.

v

4

0<r<1
Correlacion positiva, mas fuerte

cuanto mas se aproxima ra 1y mas
débil cuanto mas se aproxima a 0.

Dependencia aleatoria.

4

Y

A
3

Figura 429

Si r = 0 las variables no tienen correlacién; es decir, hay una independencia

aleatoria (Figura 4.31).

r=1
Correlacion positiva y perfecta. Los
puntos de la nube estan alineados.
Dependencia funcional.

Figura 4.30
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10.2 Recta de regresion

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno)

La recta de regresion de Y'sobre X pasa por el centro de gravedad o de masas

(X, )y viene dada por la siguiente expresion:

y— ¥ =m(x— x),dondem = =

X

S

Una vez comprobada la existencia de una fuerte correlacion entre las variables
Xy Y, que componen una variable bidimensional, es interesante encontrar la

recta que mejor se ajuste a la nube de puntos.

Actividades de aprendizaje

Resolucion de problemas

o Observa el diagrama de dispersion y luego, resuelve.

A
Y

X

Figura 4.32

4. Elabora una tabla de doble entrada para registrar
los datos de las variables X y Y.

b. ;Qué tipo de correlacién tienen las dos varia-
bles? ;Fuerte o débil?, ;positiva o negativa?

¢. ;Qué coeficiente de correlacién se ajustarfa
mejor a la nube de puntos,
r=—091r=0350r=0927

o Considera la informacion de la Tabla 4.41 y resuelve.

Tabia 4.41
o Caleula el coeficiente de correlaciéon lineal.

b. Halla la recta de regresion. Six = 8, ;cuanto
valdra y?

¢ ¢Es fiable esta prediccién? Justificalo.

Evalvacion del aprendizaje

o En la Tabla 4.42 se muestra el crecimiento de los
& beneficios obtenidos por una empresa en cada
uno de los ocho trimestres de los Gltimos dos

anos.
Primer afio
Trimestre 1 2 3 4
Beneficios (%) 7 6 7 5
Segundo afio
Trimestre 1 2 3 4
Beneficios (%) 6 4 3 2
Tabla 4.42

Calcula y dibuja la recta de regresion consideran-
do los ocho pares de datos. ;Cual es el crecimien-
to que se estima para el primer trimestre del ter-
cer afo?

La deforestacion es una de las principales causas
de la pérdida de los recursos hidricos. Si la tasa de
deforestacion y la densidad poblacional tienen
un coeficiente de correlacion lineal r de 0,626,
:qué tipo de correlacion tienen estas variables?
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Saberes previos

;Cuantas posibilidades hay de ar-
mar una clave de tres cifras con los
nlrmeros 1, 2 y 37 Escribelas.

La duefia de un almacén de ropa

deportiva encargd sudaderas de
color blanco y negro en tallas pe-
quena, mediana, grande y extra-
grande.

.« ;Cudntos modelos de sudaderas

recibird cuando llegue el pedido?

Diagrama de arbol

Para determinar cuantos modelos de sudaderas recibira la duefia del almacén, se
representan los colores por By Ny las tallas por P, M, G y SG, y se construye un
diagrama de arbol como el de la Figura 4.33.

Colores Tallas Resultados

P BP

& M BM Hay 2:4=38
G BG modelos de suda-
5G B5G deras. Cada uno

de los modelos

P N corresponde a

N M N una rama del
S% :;’ arbol.

Figura 433

El diagrama de arbol, conocido también como el principio general de recuen-
to, consiste en que si un primer experimento puede hacerse de m formas
diferentes y un segundo experimento puede hacerse de n formas diferentes,
entonces los dos experimentos juntos pueden hacerse de m - n formas
diferentes.

Un determinado automévil se fabrica con dos tipos de motores: diésel y
gasolina, en cinco colores: blanco, rojo, azul, verde y negro, y con tres acaba-
dos: basico, semilujo y lujo. Para determinar cuantos modelos diferentes se
construyen, se representan los motores por D y G; los colores por B,R, A, V'y
N, y los acabados por Ba, SL y L.

Se forma el diagrama de arbol de la Figura 4.34 y se observa que se constru-
yen 2 + 5+ 3 = 30 modelos diferentes.

Motores  Colores  Terminaciones Resultados
Ba DBEBa
B é s DBSL
L DBL
Ba DREBa
R % i DRSL
L DRSL
Ba DABEa
D A St DASL
L DAL
Ba DVBa
Y sf DvsL
DVL
Ba
N % SL DNBa2
L DNSL
DNL
Ba GBBa
B —{ St Gasl
L GBL
/ Ba GREBa
R é st GRSL
i GRL
Ba GABa
G A sL GASL
L GAL
Ba GVBa
v é st GVst
L GV
Ba GNEa ” .
N < St GNSL Figura 4.34
L

GNL
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno j

Ejercitacion
o Elabora un diagrama de érbol para determinar lo
1 que se indica en cada caso.

2. El nimero de maneras de combinar tres colores
de medias con dos colores de zapatos.

b. Formas de seleccionar un mend, teniendo cua-
tro opciones de ensalada, tres de carnes, cinco
de jugos y dos de postre.

. Opciones para formar parejas de baile con cinco
hombres y siete mujeres.

c. Formas de mezclar tres frutas con dos tipos de
liquidos distintos.

Resolucion de problemas

o En una heladerfa se venden conos de un sabor a ele-

. gir entre vainilla, fresa y arequipe, y se les pueden

adicionar una salsa a elegir entre mora, crema de
leche y leche condensada.

a. Dibuja un diagrama de arbol.

5. (Cuantos productos diferentes pueden escoger-
se en la tienda?

o Se lanzan al aire dos dados clbicos con las caras nu-

1 meradasdel 1al 6y seanota el resultado de las caras

superiores. Forma un diagrama de arbol. ;Cuantos
resultados diferentes pueden obtenerse?

o El codigo de un candado consta de dos letras (A y
# B)ydedos niimeros (1 y 2). Realiza el diagrama de
arbol y calcula el nimero de codigos posibles.

o Con las letras de la palabra "ROMA" se forman to-
| das las palabras posibles de cuatro letras, tengan o
no tengan sentido, sin repetir ninguna. ;Cuantos re-

sultados distintos pueden obtenerse?

o Los partidos de semifinales de una competencia
& de baloncesto son entre el equipo A, el equipo B, el
equipo Cy el equipo D.

Dibuja el diagrama de arbol correspondiente a las
posibles finales.

o En una organizacion se quiere elegir una nueva jun-

@ ta directiva. Para presidente hay tres candidatos:

Julian, Cloria y Pablo; para secretario hay dos: Sara

y Andrés, y para tesorero hay dos: Marco y Soffa.

Representa en un diagrama de arbol todas las posi-
bilidades de eleccion.

o Una caja contiene tres balotas: una roja, una azul y

@ una blanca. Dos de ellas se extraen con reemplaza-

miento, es decir, una vez se ha elegido una balota,

se anota su color y luego vuelve a introducirse en la

caja. Las balotas se revuelven antes de extraer una

segunda balota y observar su color. ;Cudles son los
posibles resultados?

Evaluacion del aprendizaje

o Se lanzan un dado y una moneda, uno a la vez,

# Y se observa el nimero en el dado y la cara de la
moneda que se obtiene en cada lanzamiento. Ela-
bora un diagrama de arbol donde se muestren las
distintas combinaciones que pueden obtenerse.

o Considera nimeros de cinco cifras y responde las
& siguientes preguntas.

a. ¢Cudntos son capicuas, es decir que se leen
igual de derecha a izquierda que de izquierda a
derecha?

b. ;Cudntos son impares?
¢. ;Cuantos tienen las cinco cifras distintas?

d. ¢Cuantos son pares, capictias y mayores que

50000?
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Saleres previos

Par
jug
tas,

yu

: Julig
P oung
niz.

A un menu se tiene gaseosa,
O, té, papas fritas, chitos, galle-
manzana y durazno. Escribe

todos los menUs que se pueden
armar con una bebida, un paquete

na fruta.

R fvaiza

ana, Andrea y Soffa participan en
competencia de nado sincro-
1do en la categoria individual.

De cuantas maneras pueden
asificarse para recibir las meda-
as de oro, plata y bronce?

| Permutaciones

Para determinar de cuantas formas pueden clasificarse las tres participantes
se representa a cada una con una letra y se forma el diagrama de arbol de la
Figura 4.35.

o Para el 17 puesto, hay 1. puesto 2% puesto

3% puesto  Resultados

tres nadadoras. P R YPR
Y—"x P YRP

« Para el 2° puesto, restan
dos opciones.

« Para la dltima medalla, B R PYR
solo queda una candi- % 4 il
data posible.

Asi pues, el nimero de . . p RYP

clasificaciones  diferentes Ep 4 RPY

Figura 4.35

gg3 =21 =46,

A cada una de las ordenaciones dadas por las ramas del diagrama de arbol se
les llama permutaciones de tres elementos.

Las ordenaciones en las que intervienen a la vez todos los elementos y solo
varfa el orden de la colocacion, se llaman permutaciones.

12.1 Permutaciones sin repeticion

El niimero de permutaciones sin repeticion de n elementos se representa
por P yesigualaP =n(n —1)(n —2)..3-2- 1.

El nimero n(n — 1)(n — 2)..3 - 2 - 1 se llama factorial de n y se simboliza por
n!, siendo n un nimero natural.

Los factoriales de 0 y de 1 se definen asf: 0! = 1! = 1.

12.2 Permutaciones con repeticion

Permutaciones con repeticion de n elementos, donde el primer elemento se
repite n, veces; el segundo, n, veces; ..., el (ltimo, n, veces (donde n, + n, +
... +n, = n),son los distintos grupos que se pueden formar, de manera que:

» En cada grupo de n elementos, el primer elemento esta n, veces; el segundo,
”2 veces, y asi sucesivamente.

» Un grupo se diferencia de otro Unicamente por el orden de colocacion de sus
elementos.

El niimero de permutaciones con repeticion de n elementos, donde el pri-
mer elemento se repite n, veces; el segundo, n...., y el ultimo, n, veces, se
representa por P_""-" Su valor es:
n!
In! !
nlal,. nl

P futlyall =
1
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Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Con las letras de la palabra TELEFONO, se puede formar una permutacion
de ocho elementos, donde dos de ellos se repiten una vez cada uno, y los
cuatro elementos restantes son diferentes entre si.

8!

T annnn!

Actividades de aprendizaje .

Razonamiento

= 10080 ordenaciones diferentes.

o Analiza y responde. o :De cuantas formas pueden llegar a la meta los

& competidores de una carrera, si cinco tienen cami-
seta de color blanco, tres de color azul y seis de co-
lor rojo?

< 4. Con las letras de la palabra "PERA", ;cudntos
grupos diferentes de cuatro letras puedes escri-
bir sin que se repita ninguna? ;Y cuantos si la
primera es la letra P? o Si un equipo de fatbol participa en doce juegos,

.. (cuantas maneras hay de que el equipo obtenga sie-

b. Con las letras a, b, ¢, d, e y f, jcuantos grupos , :
d B te juegos ganados, tres empatados y dos perdidos?

diferentes de seis letras pueden formarse sin que

se repitan? o En un banquete de bodas, hay mesas redondas con
. Con las letras de la palabra "COLOMBIA", ;cuan- & capacidad para ocho personas.
tos grupos diferentes de ocho letras pueden a. {De cuantas formas podran sentarse en una de

formarse? las mesas?

<l En un juego de azar se eligen seis niimeros del
1 al 49, incluyendo estos dos. ;Cuantas jugadas
distintas pueden efectuarse?

0. ¢Cuantas distribuciones diferentes habra en
una mesa en la que dos personas quieren estar
juntas?

¢. ;De cuantas formas diferentes pueden colocarse

las letras de la palabra LIBRO? Evalvacion del aprendizaje

Resolucion de problemas O A una reunion de alcaldes menores, acudieron

o En una partida de cartas se reparten inicialmente # doce mandatarios locales.
@ cuatro a cada jugador. ;De cuantas formas puede
uno de ellos organizar sus cuatro cartas?

o Sandra pone, cada dia, libros de consulta en su es-
& tanterfa al llegar a casa. Alli estan los seis libros que
utiliza con mayor frecuencia. ;Cuantas ordenacio-

nes distintas puede realizar?

o Para acceder a una caja fuerte se tiene que intro-

& ducir un niimero de diez cifras. Se sabe que dicho

numero esta formado por cinco doses, tres cincos

y dos seises. ;Cuantas claves diferentes se pueden
formar?

e Un equipo de baloncesto ha ganado un campeo-
w nato ganando diez partidos, empatando dos y per-
diendo cuatro. ;De cuantas formas diferentes ha

& podido obtener este resultado?

2. A la hora de tomar una foto conmemorativa
se ubicaron en fila. ;De cuintas formas distin-
tas pudieron ubicarse?

b, Ala hora de comer se sentaron en una mesa
circular. {De cuantas maneras distintas pudie-
ron ubicarse?
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Subcampedn

3# Variaciones y combinaciones
>

ermina si es verdadera la igual-
120 — 31 = (12 — 3)!ustifica.

organizd un torneo benéfico
cuatro equipos profesionales

alcula de cuantas formas distin-
s pueden otorgarse los titulos
e campeodn y subcampeon.

sEseamsssssEnaans sEsSEEBBIERSERAREES

Resultados

8 @

DA
DB
DC

Figura 436

Para calcular de cuantas formas distintas pueden otorgarse los titulos de cam-
pedn y subcampedn en este torneo, se representa a cada equipo con una letra:
(A, B, Cy D); y se elabora el diagrama de arbol de la Figura 4.36.

Por lo tanto, hay 4 + 3 = 12 formas diferentes de adjudicar los titulos.

13.1 Variaciones sin repeticion

El nimero de variaciones sin repeticion de m elementos tomados de nen n
se representa por V, 'y esigual a:

Ve =m(m = 10m=2)..(m—n+1)= Mo

13.2 Variaciones con repeticion

El nimero de variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en
n se representa por VR y esigual a:

VR =

L

13.3 Combinaciones sin repeticion

Las combinaciones sin repeticion de m elementos tomados de n en
n (n = m) son los distintos grupos que pueden formarse con los m elementos,
de manera que:

« En cada grupo haya n elementos diferentes.

« Dos grupos son distintos si difieren en algln elemento pero no en el orden de
colocacion.

El nimero de combinaciones sin repeticion de m elementos tomados de n
en n se representa por C,,, y es igual a:

e = m!

s m—ngEn

13.4 Combinaciones con repeticion

Combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n son los
distintos grupos que se pueden formar con los m elementos, de manera que:

+ En cada grupo haya n elementos repetidos o no.

« Dos grupos son distintos si difieren en algln elemento, pero no en el orden
de colocacion.

El nimero de combinaciones con repeticion de m elementos tomados de
nen n se representa por CR_ o C’' yse calcula mediante la expresion:
mn mn

_ m+n— 1

Ren nl(m — 1)

3 %

m+n—1LA
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@ Realiza todas las actividades en tu cuademow_

Resolucion de problemas

o En una carrera participan 16 caballos y solo se adju-
v dican tres premios.

Suponiendo que no pueden llegar a la meta al mis-
mo tiempo, ;de cuantas maneras pueden otorgarse
los diferentes premios?

Una asociacion ecolégica esta conformada por 30
& socios fundadores. Si tienen que elegir presidente,

vicepresidente, secretario y tesorero, ;de cuantas

formas diferentes pueden cubrirse esos cargos?

o En un curso de 22 estudiantes, todos quieren sentar-
& seen los cinco asientos de la primera fila. ;De cuan-
tas formas puede asignar el profesor esos asientos?

o ¢{Cudntos numeros de tres cifras distintas pueden
& formarse con los digitos impares? ;Y con los pares?

o Una ruta de bus intermunicipal recorre diez po-

& blaciones. ;Cuantos billetes diferentes tendran que

imprimirse teniendo en cuenta que en cada billete

figura, en primer lugar, la localidad de origen, segui-

da de la localidad de destino y, por Gltimo, dice si el
billete es solo de ida o de ida y vuelta?

En una revista, cada semana tienen una seccién

@ donde se analizan los signos del zodiaco. A cada
uno de los doce signos se le asigna un nimero en-
tero entre 0 y 5 en las categorias de salud, dinero,
amor, amistades y familia. ;Cuantos horéscopos dis-
tintos puede hacer la revista cada semana?

o En un restaurante de comida rdpida se puede ele-
& gir entre hamburguesa con queso, sandwich ve-
getal, sandwich mixto, ensalada y perro caliente.
¢(Cuantos pedidos diferentes puede hacer un gru-

po de seis amigos?

o Se tienen seis pelotas de golf que se colorean con
& tres colores diferentes. ;De cuantas formas se pue-
den colorear?

o Al girar una ruleta puede salir como resultado cual-
& quier nimero natural comprendido entre 0 y 36, in-
cluidos estos dos nimeros.

Si se gira la ruleta tres veces, jcuantos resultados
pueden obtenerse?

Evalvacion del aprendizaje

o Con diez puntos del espacio, de los que tres no es-
# tan nunca alineados, ;cuantos tridngulos distintos
pueden formarse?

0 Una empresa ofrece cinco plazas vacantes. Tres de
# ellas corresponden a mujeres y dos, a hombres. Se
presentaron quince hombres y doce mujeres.

¢De cuantas formas distintas podran cubrirse las
vacantes, considerando que todas tienen igual
salario?

b. ;De cuantas formas distintas podran cubrirse
las vacantes si las plazas de las mujeres tienen

todas distinto salario?

\ J
validad y |
(@ Y
’Qa G,) -
B\ S
o
6)(" Al graduarte del colegio puedes realizar alguno
&;  de estos estudios: técnico, tecnoldgico y profe-

sional. Al concluir una carrera profesional puedes
optar por hacer una especializacién o una maes-
trfa. Escribe todas las opciones que tiene una per-
sona al finalizar estudios de educacién superior.
iConsideras importante para tu proyecto de vida
tener estos estudios?

-8
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[reres previos

anzar una moneda.

anarse la loterfa.
farzo tiene 31 dias.

Probabilidad frecuencial

sifica las siguientes situaciones
ln dependan o no del azar:

espués del dia viene la noche.
limentarse todos los difas.

scoger una carta de una baraja
sin mirar.

En |un sorteo se vendieron 2000
tas numeradas del 1 al 2000.
ana compré diez de ellas.

Qué probabilidad tiene Susana
e ganar el sorteo?

De acuerdo con la informacién, Susana tiene diez posibilidades de haber adqui-
rido la boleta ganadora entre las 2000 del sorteo.

Si se denomina A al suceso “Ganar el sorteo”, entonces la probabilidad que

= 0,005 = 0,5%.

i d :
tiene Susana de ganar es 5000

14.1 Experimentos aleatorios

Un experimento aleatorio es cualquier situacion que se puede repetir in-
definidamente bajo las mismas condiciones, pero de la que se desconoce
cudl serd su resultado. Por el contrario, cuando el resultado es predecible, se
denomina experimento determinista.

Si el experimento se repite gran nimero de veces entonces aparece algiin mo-
delo de regularidad estadistica en los resultados obtenidos, de tal forma que
se puede prever el resultado sin necesidad de volver a realizar el experimento.

14.2 Espacio muestral

Un espacio muestral (denotado £, S, € o U) consiste en el conjunto de to-
dos los posibles resultados individuales de un experimento aleatorio.

Para el experimento aleatorio de lanzar un dado, hay 6 posibles resultados
que corresponden al nimero de puntos que hay en cada cara. Asi, el espacio

muestral para ese experimento es el conjunto £ = {1,2, 3,4, 5, 6}.

14.3 Regla de Laplace

La probabilidad frecuencial es una medida obtenida de la experiencia de al-
glin fendmeno o experimento aleatorio que permite estimar a futuro un com-
portamiento; sin embargo, no es definitiva, por lo que es importante saber
interpretar los resultados que se obtienen.

La probabilidad frecuencial de un evento A, que se denota P(A) y se conoce

como Regla de Laplace, se obtiene dividiendo el nimero de veces que ocu-

rre el evento entre el niimero total de veces que se realizo el experimento.
Numero de casos favorables al suceso A

P(A) = Numero de casos posibles
Ejemplo 2
La probabilidad de que al lanzar un dado la cara superior muestre un niime-
ro par de puntos es: P (C) = % = % = 05 = 50%, pues existen seis casos

posibles que corresponden al espacio muestral Q = {1, 2,3, 4,5, 6} y de estos,
tres son casos favorables, es decir, son ndmeros pares: {2, 4, 6}.

MATEMATICAS ©) EDICIONES SM



Pensamiento aleatorio

MATEMATICAS € EDICIONES SM

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Comunicacion

Ten en cuenta el experimento aleatorio “Sacar una
| carta al azar de una baraja espafola”. Luego, halla la
probabilidad de cada suceso.

a. “Salir un caballo”.

b. “Salir un oro”.

¢. “Salir un nimero menor que seis”.
d. "Salir un nimero mayor que seis”.

o Halla las probabilidades que se indican en la siguien-
| tesituacion.

En un intercambio cultural participan 17 estudian-
tes colombianos, 8 brasileros, 4 argentinos y 2 ho-
landeses. Entre los participantes se elige uno al azar.

a. jCudl es la probabilidad de que sea colombiano?
b. iCudl es la probabilidad de que sea brasilero?

o Copia en tu cuaderno la Tabla 4.43, en la que se
A muestra la distribucion de tres cursos de un colegio,

y complérala.
Nifios Nifias
901 30
902 60 100
903 78
100 232
Tabla 443

Se escoge un estudiante al azar.

a. ;Cudl es la probabilidad de que pertenezca a
901?

b. ;Cudl es la probabilidad de que sea nifia?

c. ;Cual es la probabilidad de que sea nifia y esté en
902?

d. ;Cudl es la probabilidad de que sea nifia y esté
en 903?

¢. jCual es la probabilidad de que sea nifio y esté
en 9017

o Si se elige una persona al azar, calcula la probabili-
w dad de que la Ultima cifra de su cédula sea:

a. el numero 8.
b. un nimero par.

<. un multiplo de 4.

Resolucion de problemas

o Se gira la flecha de la ruleta de la Figura 4.37.
o

rigura 4.37

Calcula la probabilidad de cada suceso.

a. Salir un nimero par.

b. Salir un ndmero impar y el color rojo.

¢. Salir un nimero impar o el color amarillo.
c. Salir un nimero par o el color verde.

¢. No salir el color rojo.

o Se elige al azar una carta de una baraja francesa for-
& mada por 54 cartas (con dos comodines).

Calcula la probabilidad de cada suceso.

a. Sacar una pica o una figura.

b. Sacar una carta de palo rojo.

c. Sacar una carta de palo negro o una figura.
c. Sacar una carta de palo rojo y menor que 5.

¢. No sacar un comodin.

o La probabilidad del suceso contrario de A esta dado
@ porlaformulaP('A ) =1— P(A).
Si A es el evento “lanzar un dado y obtener un nu-

mero menor que 3, determina el suceso contrario
de A.

Evalvacion del aprendizaje

0 Calcula la probabilidad de que la dltima cifra de
& un numero telefénico sea:

a.un7.
b. un multiplo de 3.
C. mayor que 5.

cl. menor que 2.

129



2

Saberes previos

Hay

una urna con 20 balotas nu-

meradas del 1 al 20. Escribe cinco
eventos asociados a la situacion.

[ ivaiza

—

130)

Se

anza una moneda dos veces

consecutivas.

"

=)
¥

ilen el primer lanzamiento sale
cdra, jes mas probable, menos
priobable o igualmente probable
que salga cara en el segundo lan-

zamiento?

Clases de eventos

Existen experimentos en los que un resultado no afecta a otro.
Si se lanza una moneda varias veces, el resultado que se obtenga al hacerlo la
primera vez no afecta el resultado del siguiente lanzamiento.

15.1 Sucesos aleatorios

Un suceso o evento aleatorio es un subconjunto del espacio muestral.
¢y P ]
YOI
El espacio muestral de lanzar un dadoes Q = {1,2,3, 4, 5, 6}.
Ahora bien, los posibles resultados para el evento “Lanzar un dado y que
caiga en un numero impar” son A = {1, 3, 5}. Se puede observar que los re-
sultados del suceso estan contenidos en el espacio muestral, es decir, A C Q

15.2 Clases de eventos

Dos eventos pueden ser independientes, dependientes, mutuamente ex-
cluyentes, compatibles e incompatibles.

» Dos eventos son independientes si el resultado del segundo evento no es
afectado por el resultado del primero. Si A y B son eventos independientes,
entonces P(A N B) = P(A) - P(B).

« Dos eventos son dependientes si el resultado del primer evento afecta el
resultado del segundo evento. Se escribe P(B/A) = P(A y B)/P(A).

» Dos eventos contrarios son mutuamente excluyentes si no pue-
den ocurrir al mismo tiempo. Si A y B son mutuamente excluyentes,
P(A U B) = P(A) + P(B).

» Dos eventos son compatibles cuando tienen algin suceso elemental comdn.
SIA'y B son compatibles, entonces AN B # J.

» Dos eventos son incompatibles si no se pueden verificar simultdneamente, Si
A'y B son incompatibles, entonces A N B = .

| sl D

Ejemplo 2

» Lanzar al aire dos veces una moneda: eventos independientes.

« Sacar una carta después de sacar una carta sin regresarla al mazo: eventos
dependientes (el resultado de la segunda extraccion depende de la prime-
ra carta extraida).

« Sacar una carta que sea un as y un rey: eventos incompatibles (ya que no
pueden verificarse simultdneamente).

» Sacar puntuacion par al tirar un dado y obtener mdltiplo de 3: eventos
compatibles (porque el 6 es un suceso elemental comun).

« Sacar un ntmero par al tirar un dado y sacar un nimero impar: eventos
mutuamente excluyentes (porque {2, 4, 6} N {1, 3,5} = ).

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Una caja contiene cuatro fichas rojas, tres verdes y

& dos azules. Se saca una ficha de la caja, luego se de-

vuelve y se saca otra ficha. ;Cudl es la probabilidad

de que la primera ficha sea azul y la segunda sea
verde?

o Una caja contiene cuatro fichas rojas, tres verdes
@ y dos azules. Se saca una ficha de la caja y no se
devuelve. Si se saca otra ficha de la caja, jcudl es la
probabilidad de que la primera ficha sea azul y la
segunda sea verde?

Razonamiento

o Se efectlia una encuesta telefénica a 1000 personas
& Dpara saber si creen necesario que se racione la ener-
gia eléctrica una hora diaria.

De los 390 hombres que contestaron, 215 respon-
dieron que si, y el resto que no. De las 610 mujeres
que contestaron, 357 estuvieron de acuerdo, mien-
tras que las demas no lo estuvieron.

Sean los sucesos A: "Estar de acuerdo con el racio-
namiento” y B: "Que haya respondido un hombre”,
;son Ay B independientes? Justifica.

o Al lanzar un dado se consideran los sucesos:

* A:“Caer en nimero par’, B: “Caer en un niimero ma-
yor que 3"y C: "Caer en un numero impar”. De los
tres pares de sucesos posibles (Ay B,Ay Cy By C),
indica cuales son compatibles y cudles son mutua-
mente excluyentes.

Modelacion

o El 40% de un grupo juega baloncesto y el 60%, fdt-
@ bol. Si el 85%, practica alguno de los dos deportes,
:qué porcentaje juega a los dos?

o Se lanza un dado, y si no sale 6, se lanza de nuevo,
@ (Cual es la probabilidad de sacar un 6 en el segundo
lanzamiento?

o Se saca una ficha de una bolsa donde hay dos cani-
& cas rojas, dos blancas y una verde. Se observa el co-
lor, se devuelve a la bolsa y se saca otra ficha. ;Cual

es la probabilidad de sacar una ficha roja en las dos

extracciones?

o Jorge tiene diez cartas numeradas del 1al 10 y las

A pone boca abajo. El escoge una carta al azar y la
voltea. Si la carta tiene un nimero mayor que 5, la
pone en una pila. Si la carta tiene el nimero 5 o un
nlimero menor, la pone en una segunda pila. £l gana
el juego si logra juntar tres cartas en la primera pila
antes de juntar tres cartas en la segunda pila.

Elige el enunciado que mejor describe la situacion.

a. Los eventos son independientes, porque en el
juego no se devuelve ninguna carta.

b. Los eventos son independientes, porque en cada
ronda se puede sacar una carta con un namero
mayor que 5 o uno igual o menor que 5.

¢. Los eventos no son independientes, porque un
resultado es eliminado en cada turno y no es
reemplazado.

Resolucion de problemas

o Se lanza un dado de seis caras y se anotan cuantos
& puntos se ven en su cara superior. Se consideran los
sucesos A = {2,3},B={1,2} yC = {5}.
2. ;Como son los sucesos Ay B?
b. ;Como son los sucesos By C?

@ Si A'y B son dos sucesos mutuamente excluyentes,
& vy laprobabilidad de A es 0,3 y la de B es 0,6, jcual es
la probabilidad de que ocurran ambos sucesos?

0 En una clase hay diez nifios y doce nifias. De ellos, cin-

& conifosy ocho nifias tocan algun instrumento musi-

cal. Si se elige un estudiante al azar, ;cudl es la probabi-
lidad de que sea nifa y toque un instrumento?

Evalvacion del aprendizaje

0 Luis tiene ocho pares de medias: dos negros, dos

& cafés, dos blancos, uno rojo y uno azul. Quiere
ponerse un par de medias blancas, pero tiene pri-
sa para llegar al trabajo, por lo que agarra un par
al azar. Si no es blanco, lo devolvera al cajon. Si
continlia agarrando pares aleatoriamente, ;cual
es la probabilidad de sacar un par blanco en su
tercer intento?
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Medidas de tendencia central | Variables estadisticas bidimensionales
Ejencitacion Resolucion de problemas

0 Halla la media, la mediana, lamoda y los cuartiles del e Lee y resuelve.

11 | conjunto de datos presentados en la Tabla 4.44. @ [nlaTabla 447 se muestra el peso de Ana a medida
Tiempo de duracién Niimero de personas ‘ que aumentaba su estatura.
[0, 7] 35 [
Estatura
[7,14] 73 (cm) 100 115 120 130 140 160
(14,21] 15 P |
35 40 g | 4 45 6
[21, 28] 10 (kg) » : .
[28,32] 9 Tabla 4.47
‘ Tabla 444 | a. Calcula el coeficiente de correlacion que hay
Medidas de dispersion entre las dos variables.
Ejercitacion b. Halla la recta de regresion.
e Calcula el rango, la varianza y la desviacion tipica de ¢. Silaestatura es 165 cm, ;cUal ser4 su peso?

M |los davos presentados en la Tabla 4.45. d. ¢Es fiable la anterior prediccién? ;Por qué?

Puntaje Niimero de personas
[5.9] 6 Permutaciones y combinaciones
(9.13] 9 | Resolucion de problemas
(13.17] 7 | o Se quiere crear una clave telefénica con seis digitos.
(17, 21] 15 & Silacondicién es que los digitos no deben repetirse,
[21,25] 12 icuantas claves diferentes pueden obtenerse?
SO o Un equipo de fatbol tiene tres estilos diferentes de
o Observa los datos de la Tabla 4,46. Luego, halla el & camisetas, dos de pantalonetas y tres de medias. ;De
® |coeficiente de variacion. Interpreta los resultados. cuantas maneras diferentes pueden uniformarse

para un partido?

X M| B ) B | H% | BB o Si las matriculas para motos se representan con tres

T 91 | 45 | 56 | 49 | 38 | 48 # letrasy dos nlimeros, jcuantas motos pueden matri-

Tabla 4.46 cularse en este sistema?
o De un estudio hecho a 124 personas sobre laedad a | o Se tienen ocho regalos distintos para premiar a los
21 |la que comenzaron a hablar, se obtuvo el histograma ‘ & mejores cuatro estudiantes del salon. A cada uno se

de la Figura 4.38. Halla las medidas de tendencia cen- le dardn dos regalos. ;De cuéntas formas diferentes

A Dparesy otro con nimeros impares. ;Cudl es la proba-
bilidad de que la suma sea un numero primo?

13 14 15 16 17 18 19
Edad {meses)

Figura 438

tral y de dispersion. | podran entregarse los regalos?

&

61 . : B

) Experimentos aleatorios y probabilidad

o4 | Resolucion de problemas

ol @ Para una rifa, se vendieron 1000 boletas con cuatro

g # numeros cada una. Alba compro tres boletas. ;Qué

6 probabilidad tiene de ganar con una boleta? ;Y con -

4 las tres boletas? %

2 0 Se lanzan dos dados, uno numerado con niimeros g
3
S
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Estrategia: Descomponer el problema en partes

Doce personas viajan en tres automoviles, cada uno con
cuatro personas, y cada vehiculo es conducido por su
duefio. ;De cuantas maneras pueden repartirse en los
vehiculos las nueve personas restantes si la disposicion
de las personas dentro de cada uno no es relevante?

;Qué informacion puedes obtener del enunciado?

;Qué te piden encontrar?

Identifica el tipo de ordenacion que puede hacerse en
el 1°vehiculo, luego en el 2° y finalmente en el 3°.

Debe determinarse de cuantas maneras pueden aco-
modarse tres de los nueve pasajeros dentro del primer
vehiculo. Es decir:

_ 8-7
Cs=33.7

65 3.9 = 84 maneras

Se calcula el nimero de formas en que otros tres pasa-
jeros ocuparan el segundo vehiculo. Esto es:

C _6'5'4

3 =3:2+1 = 20 maneras

Como las tres personas restantes ocuparan el tercer ve-
hiculo, entonces el nimero de maneras distintas es:

84+ 20 -1 = 1680 maneras

Las nueve personas restantes pueden acomodarse en
los tres vehiculos de 1680 maneras distintas.

Verifica que el nimero de maneras distintas en que pue-
den acomodarse los pasajeros en los tres vehiculos, si se
tiene en cuenta su posicion dentro de cada uno, sea:

362880

Realiza todas las actividades en tu cuadech

Aplica la estrategia

El registro de inventario que realiza una empre-
sa interventora utiliza series con una letra inicial
seguida de tres nimeros que pueden repetirse.
;Cuantas series de registro pueden obtenerse si
el nimero cero no puede incluirse?

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

¢. Ejecuta el plan

d. Comprueba la respuesta

Resuelve otros problemas

Cuatro amigos se encuentran después de mu-
chos afios y deciden ir a almorzar para celebrar.
El restaurante les ofrece una mesa para cuatro.
:De cuantas formas diferentes pueden acomo-
darse en la mesa?

Formula problemas

Inventa un problema que involucre la siguiente
informacion y resuélvelo.

“Para ir de Bogota a Santa Marta, Andrés debe
pasar por Medellin. A Medellin puede ir en
avion, en carro particular o en transporte publi-
co, y de Medellin a Santa Marta solo puede ir en
avion o en transporte publico”.

Enriquece tu vocabvlario

« Completa el siguiente organizador gréfico. W

Técnicas de
conteo




Evaluacion del aprendizaje

Va
Co

riables estadisticas

municacion

o Clasifica los siguientes caracteres estadisticos en cua-

w

litativos y cuantitativos. En caso de que sean cuanti-
tativos determina si son discretos o continuos.

a. Coeficiente intelectual

b. Ndmero de libros en una biblioteca

¢. Medalla ganada en una competencia deportiva
d. Numero de mascotas

e. Distancia recorrida por un automovil

Graficas estadisticas. Inferencias de poblaciones

Comunicacion

w

o En la Tabla 4.48 se registra el nimero de habitantes

por vivienda en cierta ciudad.

Niimero de habitantes Viviendas
1 20000
2 100000
3 275000
4 150000
5 75000
Més de 5 25000
Tabla 4.48

a. ;Cuantas viviendas se observaron?

b. Escribe dos conclusiones relacionadas con la infor-
macion.

¢. Representa la informacion en un diagrama de ba-
rras, un diagrama circular y un pictograma.

o En la Tabla 4.49 se registra el nimero de celulares

w

vendidos en una ciudad en los Ultimos 5 afios.

T

2012 50000
2013 65000
2014 76000
2015 72000
2016 84000
) . Tabla 4.49
2. Representa la informaciéon en un diagrama de

puntos.
b. Escribe dos conclusiones relacionadas con la va-
riacion en el nimero de celulares vendidos.

Ejercitacion
o Observa el histograma de la Figura 4.39.

90000

5 10 15 20 Figura 4.39

a. Construye una distribucion de frecuencias.

b. Escribe una situacién que pueda representarse
con el histograma.

o Observa el diagrama de caja y bigotes de la Figura
#w 440ycalculal, Q,Q, Qv

———— -1
14 16 28 30
Figura 4.40

Resolucion de problemas

o En una empresa en la que se fabrican azulejos se

#& quiere llevar a cabo un control de calidad de sus
productos. Los responsables del estudio piden a un
empleado que seleccione las muestras de azulejos,
quien, al hacerlo, no elige los esperados. En el control
de calidad no se detectan piezas imperfectas y, sin
embargo, la fabrica recibe mas devoluciones de las
esperadas. ;Por qué crees que sucedio esto?

Medidas de tendencia central, de posicién no
central y de dispersion
Resolucion de problemas

o Observa la Figura 4.41. Determina las variables que

#& intervienen en el problema y halla las medidas de
tendencia central de la distribucion, y describe la re-
lacion que hay entre ellas. T -

200

Ndmero 150
de arboles
100

50+

] I b 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Altura (cm) Figura 441
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Realiza todas las actividades en tu cuaderno !

Comunicacion Permutaciones y combinaciones
o Una panaderia identifico el nimero de clientes que ~ Resolucion de problemas
& tuvo en los primeros nueve dias en que estuvo abier-

: @ Seis amigos van al cine y compran seis entradas con
ta al publico; el nimero de clientes fue

& asientos consecutivos. ;De cuantas maneras pueden
sentarse? ACTIVIEA :

200 295 250 75 351

735 257 267 400 @ En un colegio, las seis aulas de un pasillo estan desti-

& nadas a los seis grupos de noveno grado.
Determina los cuartiles y plantea algunas conclusiones. .

o En la Tabla 4.50, se muestra el niimero de ausencias
& de los estudiantes de noveno a una clase a lo largo

de un mes.
NwEmae | ;| 6 | 2 1 4
estudiantes
Niimero
L 0 1 2 3 4 5 , g a3 .
de ausencias ;De cuantas formas pueden distribuirse esos seis

Tabla 4.50 grupos en este pasillo?
a. {Cudl es el rango de los datos?

@ Se puede entrar y salir de un polideportivo por cinco
#& puertas diferentes. ;De cuantas maneras puede una
sola persona acceder y salir del mismo?

b. ;Cudles son la varianza y la desviacion tipica?

Correlacion lineal

Resolucion de problemas " Probabilidad y clases de eventos

@ A partir de una encuesta a 30 jovenes sobre el nu-
& mero de libros que leen al cabo de un afio, se obtu-
vieron los datos de la Tabla 4.51.

Resolucion de problemas

@ En una urna hay 30 balotas numeradas del 1 al 30. Se
& extrae una al azar. Calcula la probabilidad de que la
B o | 234l s | 6] balota extraida:

Sea ndmero par.

Sea un nimero que termina en 0.

labla 451
Sobre el nimero de peliculas vistas en un ario, se ob- ¢ Seamdltiplo de 5.
tuvieron los datos de la Tabla 4.52. ‘
@ Relaciona cada evento con el tipo de suceso corres-
B 3 | 5| 7|9 | 2|15] 18|20 #& pondiente al trabajar con una baraja de pdker.
Bl 5 | 5| 8|3 | 3|2 2 1 Sacar el rey de corazones. Seguro
Tabla 452 b. Sacar una carta de espadas. Compuesto
1. iEsta relacionado el nimero de libros que leen los ¢. Sacar una carta de la baraja. Elemental
?, . 5 ; , ‘
]cl)lveil'nes cgn;as p‘ell'cuias que ven? Conadera_para d. Sacar una carta de picas. Aleatorio
ello la variable bidimensional (x y) construida a | Sacar varias cartas de la baraja. Imposible

través de los pares (x, y) y elabora una tabla de

doble entrada. @ Escribe dos ejemplos de eventos independientes,

b. Dibuja el diagrama de dispersion. Indica qué tipo = # dos de eventos dependientes y dos de eventos mu-
de correlacién tienen. tuamente excluyentes. RESPUESTA ABIES

I






Pensamiento variacional
) Nos sirve para
+ Ubicar puntos en el plano de » A identificar y reconocer las s Interpretar problemas me-
coordenadas. caracteristicas de una funcién. diante el uso de funciones.
« Solucionar ecuaciones de pri- « A resolver sistemas de ecua- » Modelar problemas mediante ¥
mer grado. ciones lineales. sistemas de ecuaciones 2 - 2.

‘1--' —

v




D Concepto de funcion

g ;Qué es un par ordenado? ;Cémo  De acuerdo con su definicion, la relacion R hace corresponder a x, de A, algtn

'g se ubica en el plano cartesianouna  €lemento y, de B, siempre y cuando y sea multiplo de x.

=) bl 7 i i .

T o R Por lo tanto, la relacion esta conformada por todas las parejas ordenadas de la

ko) forma (x, y) que cumplan la condicién que define a R, ast:

=

2 R=1{(22),(2,4),(2,10),(3,9), (5 10)}.

1 cm

g : Considera estos conjuntos A y B: Una funcién f es una relacion definida de un conjunto A en un conjunto

N A=1{2356}yB=1{1,240910} B, tal que a cada elemento de A le corresponde un (nico elemento de B
: » Silx es un elemento de A y y, un mediante f.

elemento de B, puede definirse
unarelacién R de A en B mediante
ellenunciado: "y es multiplo de x".
;Cuales son los elementos de R?

Sean A = {2,4,6,8y B = {1,3,5,7}, y R, una relacion definida mediante el
enunciado: “x es el siguiente de y” siempre que x sea un elemento del con-

junto Ay y, un elemento del conjunto B.

Se observa que la relacion R, esta dada por:

R, =1{(21),(43)(65) (87}
De acuerdo con lo anterior, se concluye que esta relacién es una funcion,
pues no existen pares ordenados que tengan el mismo primer elemento, y
cada elemento del conjunto A esta asociado a un Gnico elemento del con-
junto B.
“~

1.1 Dominio y recorrido de una funcién

El dominio de una funcién f denotado por D(f), es el conjunto de todos los
valores que toma la variable independiente x. El rango o recorrido de una
funcion f, denotado por R(f), es el conjunto de todos los valores que toma
la variable dependiente y.

8 Ejcmplo: |

La funcion y =

esta definida para todo nimero real, excepto para

aquel que anula el denominador. En este caso, el valor que anula el denomi-
nador es x = T; por lo tanto, D(f)= R — {1}.

Para determinar el recorrido de la funcion, se despeja la variable x en térmi-
nos de la variable y. Luego se intercambian los nombres de las variables, con

; o P ; o
lo cual se obtiene la expresion y = —» que estara definida para todo

numero real, excepto para x = 0; es decir, R(f) = R — {0}.

\H

1.2 Representacion grafica de una funcion

La representacion grafica de una funcion y = f(x) en el plano cartesiano
consta de todos los puntos cuyas coordenadas se expresan mediante parejas
ordenadas de la forma (x, y) que pertenecen a dicha funcion.
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Pensamiento variacional

MATEMATICAS © EDICIONES SM

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno J

Modelacion

o Escribe la funcion que representa cada enunciado.
& En cada caso, determina la variable independiente y
la variable dependiente.

a. El costo mensual del servicio de telefonia celular
(C) es de $ 200 por minuto mas $ 5800 de cuota
fija.

b. El salario neto (G) de una persona que gana
$ 20000 por hora.

Comunicacion

o Completa la Tabla 5.1. Observa el ejemplo.

L)
Funcion expresada
mediante su
expresion algebraica

Funcién expresada
mediante un enunciado

Funcién que a cada nimero

; ; P=3%
le asocia su triple.
Funcion que a cada ndmero
le asocia su doble menos 3.
Funcion que a cada numero
le asocia su mitad.
y=x

o Halla el dominio y el rango de cada funcion.
® aflx)y=5%—7

b. f(x) = Ix|

< f) =+
dfx)=—-2¢+8x+ 3
e f) = 325

L) = Jx+1

Razonamiento

o Indica cual de las siguientes graficas no correspon-
@ den a una funcién. Justifica tu respuesta.

a. b.
Y Y
2% \ X
@]
Y Frara 5.1 f 152

Fagryor

- ®
Resolucion de problemas

Si una roca cae al piso libremente desde una altura
o de 50 m, laaltura h, en metros, al transcurrir x segun-
dos es aproximadamente:
h(x) = 50 — 4,9%
¢A qué altura estd la roca cuando transcurre un se-
gundo? ;Y cuando transcurren dos segundos?

Evalvacion del aprendizaje

o Observa el ortoedro de la Figura 5.3 y resuelve.
w

110 cm

X o Figura 5.
o P Figura 5.3

a. Escribe una funcion que relacione el volumen
del ortoedro V(x) con la medida de su ancho x.

b. Determina el volumen del ortoedro para las
medidas de x dadas en la Tabla 5.2.

X V(x)
15 cm
20cm
25cm
30cm Tabla 52
3 sean"dad yls it
2 %,
2\ Q.
9 S -
O @
‘;}0

>
b\?b Las mujeres cuello de jirafa usan anillos de me-
&/ tal que se incrementan uno cada afio desde los 5
hasta los 12 afos. A partir de esta edad, se afiaden
los maximos posibles hasta que el cuello llegue a
su tope. ;Fsta situacion es una funcion? Explica.

;Por qué es importante el respeto a la dife-
rencia cultural?




Pensamiento variacional

Dada la funcién f(x) = 5x + 3, cal-

culg flO) f(=2) = 3) y = ).
(Para que valores de x la funcion f
es

bl

om

¢ Observa la gréfica de la funcién f

. representada en la Figura 54.

T
17 | X
1
iR
Figura 5.4

¢+ jEn qué intervalos crece la gréfica

de f? ;En cudles decrece?

.......................................

9 Funciones crecientes y funciones decrecientes

En la grafica de la funcién se observa que:

» fescreciente en los intervalos [—6, 0] y [6, 8], pues los valores de y crecen en
estos intervalos.

- fesdecreciente en [4, 6], ya que los valores de y decrecen en este intervalo.

Una funcion f es creciente en un intervalo [ si para todoa € Iy b € | con
a < b, se cumple que f(a) < f(b).

Una funcién f es decreciente en un intervalo I si paratodoa € Iy b € [ con
a < b, se cumple que fla) > f(b).

2.1 Tasa de variacion

La tasa de variacién de una funcion £ al pasar de un punto g a un punto b,
esta dada por la expresion: TV [a, b] = f(b) — f(a).

il Eiemplo 1 |

i

' Enfafuncion flx) = 2x* — 9%’ + 12x — 3, cuando el valor de x pasa de 122,
' la tasa de variacion se halla de la siguiente manera:

: V1,2l =f2)—f)=TV[1,2]=1—-2= -1,

| Por tanto, la tasa de variacién de f(x) en el intervalo [1,2] es —1.

2.2 Crecimiento y decrecimiento

Una funcion es creciente en un intervalo si para un par de valoresa y b en el
intervalo, con a < b, su tasa de variacidn es positiva; esto es, TV > 0.

Una funcién es decreciente en un intervalo si para un par de valores a y b
en el intervalo, con a < b, su tasa de variacion es negativa; esto es, TV < 0.

§ tiermplo 2

« La funcion h(x) = 3x* — 1 es decreciente en el intervalo [—5, —2] porque
la tasa de variacion TV[—5, —2] = —63y —63 < 0.

« La funcién glx) = x* + 2 es creciente en el intervalo [—4, —1] porque la
tasa de variacion TV[—4, —1] = 1023y 1023 > 0.

-
La funcion f(x) = 2x* — 9x* + 12x — 3 es creciente en el intervalo [0, 1], pues
V0,1l =f1)—f(0)=2—(—=3) =5

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno]

- .

Ejercitacion Resolucion de problemas
) Observa las graficas de las figuras 5.5 a 58. Luego, © En la gréfica de la Figura 59 se muestra fa variacion
@ indica si son crecientes o decrecientes. @ de la estatura de una persona cada cinco anos. ;En-
. b tre qué edades la estatura fue creciente?

4 . Y
1 lj 500 ] Estatura {cm)
T 1 180
! . . i 160 1
o /O 1 140 4
120+
[ 100

\ 80
Figura 5.5 Fera 5.5 60 1
40+
. . d. - B I S
| ¥ 5 10 20 30 40 50 60 70 80 .. ...
\ Edad (afios) =~ =%
1+ / 1
X . X
DI\ 0 1 Evalvacion del aprendizaje
3

Figura 5.7 Figtra 5.8 0 Describe los intervalos de crecimiento y de

o . & decrecimiento de las siguientes funciones.
o Calcula la tasa de variacion de cada funcion en los &

| intervalos dados. = y
a fi9) = 20
TV[=3,0]y TV[1,2] e f/ )
b.gl)=—-9%2+7x—5 | /

Ol os
TV[2, 4]y TV[=3,0] |
Cix)=7 Il
TV[—3,5]y TV[8,15] b. | o ;
Razonamiento l‘ £ B’S /
o Clasifica las siguientes funciones en crecientes o de- \ / /
$ crecientes, seglin corresponda. \ / |
a. glx) = —5 b.h(x) =2x + 4 \v/ j!ll
¢ jx) = 2 d.p(x) = =2+ ' 3
e l(x) =3 ffix) = —4x +5 d
1 X X
g k(x) = [EJ h. k{x) = G] seﬁuahdad Yla ¢ U
0" %
o Indica si son verdaderas o falsas estas afirmaciones, \") .
© -4

® .05 funcion f(x) = x> — 3x? + 5 es creciente en ¢l o

. >
intervalo [0, 2]. 630 Averigua cuantos casos de violencia fisica se han
W

., ; resenta i i
b. La funcion f(x) = 4x* + 2x* — 3 es creciente en P ’ b Gulanis e aflo - coleglo‘y
" cuantos se presentaron el afio pasado en el mis-
el intervalo [——. 1} mo periodo. De mantenerse la variacion, ;qué

podra suceder el proximo afio?

- X .

¢ La funcion fix) = x + = es decreciente en el A i
4 iPor qué es importante el respeto a la dife-

rencia para la solucion de conflictos?

MATEMATICAS ©) EDICIONES SM
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Funciones lineal y afin. Representacion grafica

Sateres previos

g Ubica en el plano cartesiano los  Paraanalizar la situacion, puede completarse una tabla que muestre la relacion
S puntos (1, 1) y (=5, —5). Luego,  entre el tiempo transcurrido t, en minutos, y el volumen de la arena V, en cen-
m , ’ . - .

e trazp una linea recta que pase por  timetros clbicos, que queda en la parte superior del reloj. Observa la Tabla 5.3.
5 esod puntos. ;Qué caracterfsti- :

= ca tiene la grafica de la recta que 1 10 20 30 40 50 60

-E trazpste? V(t) 531cm?® 450cm® 360cm® 270cm® 180cm® 90cm® Ocm?
{1~

m "

g Tabla 5.3
-1

La relacion entre t y V corresponde a una fun-
m cion. El tiempo transcurrido hasta el momen- s
. La arena contenida en un reloj  to en el que la cantidad de arena es la misma
: de arena ocupa un volumen de  enambos lados del reloj es de 30 minutos.
540 |cm? y la velocidad de caida es

: . La grafica que representa la relacidon entre t
. de 9cm® por minuto. 8 g P Y

V puede observarse en la Figura 5.12, y corres-
ponde a un segmento de recta cuya expresion SRR L Py
algebraica esta dada por: V(t) = 540 — 9t.

Figura 5.12

3.1 Funcion lineal

Una funcién lineal es aquella cuya expresion algebraica es de la forma
Sfx) = mx, siendo m un nimero real diferente de 0.

: Algunas caracteristicas de la funcion lineal f(x) = mx son las siguientes:

+ ;Cuanto tiempo transcurre para
que haya la misma cantidad de
arena en las dos partes del reloj?

» Su gréfica es una linea recta que pasa por el origen.

» El valor de m se llama constante de proporcionalidad. Si m > 0 la funciéon

; es creciente y si m << 0 la funcion es decreciente.
» Elabora una grafica que represen-

e da situacian, » Su dominio y su rango coinciden con el conjunto R.

« Es una funcion continua.

1500 e m
1400 1
em i ELICE (Inter city Express) es un tren que conecta todas las ciudades principa-
:ﬁ i les de Alemania. Alcanza una velocidad media de 270 km/h. En la Tabla 5.4
1000 ; se muestra la distancia D que recorre en funcién del tiempo t.
900 !
I
ﬁ : t (Tiempo en horas) 1 2 3 4 5
i ,  D(t) (Distancia recorridaenkm) 270 540 810 1080 1350
500 : Tabla 54
400
gt i Esta situacion puede modelarse por medio de la funcién D(t) = 270t, cuya
200 . grafica es una linea recta que pasa por (0, 0), como se observa en la Figura 5.13.
100 1 Eneste caso, la constante de proporcionalidad es 270.
]

12 3 4 5 6 L

Figura 513
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3.2 Funcion afin

Una funcion afin es aquella cuya expresion algebraica es de la forma
f(x) = mx + b, siendo m y b nimeros reales distintos de 0.

Las principales caracteristicas de la funcién afin fix) = mx + b son:
« Su grafica es una linea recta que pasa por el punto (0, b). Este se denomina
punto de corte con el eje de ordenadas.

« El nimero m se llama constante de proporcionalidad. Sim > 0 la funcion
es creciente y si m < 0 la funcion es decreciente.

« Su dominio y su rango coinciden con el conjunto R.
« Es una funcion continua.

3.3 Grafica de una funcion afin

La grafica de la funcion afin fix) = mx + b V/’
se obtiene al desplazar verticalmente la gréfica )
de la funcion fix)= mx.

En la Figura 5.14 se observa que: = 0 "
¢ Sib > 0, el desplazamiento es hacia arriba.

+ Si b <0, el desplazamiento es hacia abajo. 5

En cierto experimento se midio la temperatura de un liquido sometido a
un aumento gradual de temperatura. Los datos se muestran en la Tabla 5.5.

Tiempo en minutos (x) 0 1 2 3 4 5
Temperatura en oC (y) 12 24 36 48 60 72

Al graficar la relacion dada entre el tiempo que transcurre y la temperatura
del liquido, se obtiene una linea recta que no pasa por el origen (Figura 5.15).
Esto significa que dicha relacion es una funcién afin cuya constante de pro-
porcionalidad es 12 y corta el eje X en el punto (0, 12).

Del razonamiento anterior se tiene que m = 12y b = 12, con lo cual puede
deducirse que la expresion algebraica de la funcion esy = 12x + 12.

26T ¥

0 ] Tiempo {(min)
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D Funciones lineal y afin. Representacion grafica

MatemaTICS

presenta funciones lineales y afines con GeoGebra

Para representar diversas funciones lineales o afines con GeoCebra se pue-
ingresar a la pagina y descargar el programa o trabajar directamente des-
la pagina. En esta ocasion se trabajara directamente desde la péagina

(Www.geogebra.org).

Selecciona la opcién Comienza a crear. b

Sefiala la opcidn Algebra.

En la barra de herramientas selecciona Deslizador y

sobre la zona gréfica o el area de trabajo da clic en el .

punto donde quieres que se ubique el deslizador. Se e =r——
abrird una ventana en donde debe digitarse el Nom- '

bre m, Intervalo Min: —10 Mdx: 10 e Incremento: 0.5.

Luego, se ubica un segundo deslizador con Nombre

b, Intervalo Min: — 10 Mdx: 10 e Incremento: 0.5. |

Cuando se digita (en minusculas), f(x)=mx+b en el campo de Entrada, el programa muestra la gréfica. En el
area de trabajo da clic izquierdo sobre la grafica y luego sefiala Propiedades; en la parte izquierda de la pantalla
apareceran las opciones para editar el color de la gréfica. En Bdsico selecciona la opcion Etigueta visible, desplie-
ga las opciones y selecciona Valor, de esta forma se observara la funcion que se esté graficando a medida que
mueves los deslizadores.

vomesh

/o

Urtiliza esta creacion para realizar lo siguiente:
« Sitta el deslizador en m = 0y mueve el deslizador b. Responde: ;como son las graficas?

Ahora fija el valor del deslizador en b = 5. La recta que se dibuja es de la funcién y = 5. Escribe las coordenadas
de tres puntos de esta funcion.

« Sjtta el deslizador en b = 0y mueve el deslizador m. Responde: jtodas las gréficas pasan por un mismo punto?,
;cudl es ese punto?

* Mueve el deslizador m para que tome valores positivos inicamente. Responde: cuando m es positivo, ;son las
graficas, crecientes o decrecientes? Por tltimo, mueve el deslizador m para que tome valores negativos Unica-
mente. Responde: cuando m es negativo, json las graficas crecientes o decrecientes?

MATEMATIC A% 8 EDICIONES 51
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuademojl

Comunicacion

o Determina, en cada caso, cual es la constante de
| proporcionalidad de la funcion.

b. k(x) = %x

d. g(x) = —5x

a. j(x) = 7x
clx) = —3x

o Indica si las siguientes funciones son lineales, afines
® o ninguna de las dos.

a. g(x) = 25¢* —13 b. h(x) =2x + 4

c j(x) = 15" d k() = 3x
e lx) =3 ffx)=—4x+5

o Identifica la constante de proporcionalidad y el
® punto de corte con el eje de ordenadas de cada
funcion.

a. jx)=—2x+1
c.mix)=4—7x

b. fix) = —3(x +5)
d. glx) = —x+10

o Representa en un mismo plano cada funcion afin
& con su respectiva funcion lineal asociada.

a.flx)=—-2x+7 b.gx) =9 —3
c. t{x) =5— 3x d j(x) =3 — 9%

o Representa en un plano los valores de cada tabla.
& Luego, determina si corresponden a una funcion li-
neal, afin o no lineal.

a. b.

X y=f(x) X y =f(x)
2 4 —3 —8
= 1 =1 —4

0 0 0 0

1 1 1 4

2 4 2 8

Tabla 5.6 labla 5.7
C d.

X y = f(x) X y = f(x)
) —8 == —8
= || =5 = 1
0 0 0

1] 7 1 .

2 12 2 1

fabla 5.8

Resolucion de problemas

o Observa y responde.
>

7

Figura 5.i6

;A cudl de las siguientes funciones corresponde la
grafica de la Figura 5.167

a. gl)=—3x+3 b. hi(x) =2x + 4
cj=—-8-3 d k(x)=——§-x+5
e (x) =9 LX) = 4x — 50
goplx)=x—1 h.or()=1—x

o Por el alquiler de un auto Chevrolet Spark GT], sin
& conductor, se cobra $ 70000 diarios mas $ 50 por
kilbmetro recorrido.

a. Halla la funcion lineal que relaciona el costo dia-
rio del alquiler con el numero de kilometros y re-
preséntala.

b. Sien un dia se recorren 300 km, ;cuanto debe
pagarse por el alquiler?

Evalvacion del aprendizaje

0 Una empresa que transporta maletas establece W
& sus tarifas de la siguiente manera: $ 10 por kiléme-
tro recorrido y $ 15 por cada maleta transportada.

a. ;Cuanto costaré trasladarse 100 km con una
maleta? ;Cuanto costara trasladarse 200 km
con una maleta?

b. Completa la Tabla 5.10 considerando que se
lleva una sola maleta.

Distanciaenkm (x) 100 150 250 300

Precio en pesos (y)
Tabla 510
C. Expresa la formula de la funcion que relaciona
la distancia en kilémetros y el valor del trasla-
do de una sola maleta.




laciona

Pensamiento var

Qué tipo de funcion es
fix)|= —2x + 37 Escribe dos pun-
tos gue pertenezcan a ella.

. En la Tabla 5.17 se muestra el nu-
: mero maximo de latidos del cora-
 zon|de una persona sana mientras

* hace actividad fisica en un interva-
: lo de 30 segundos.

Edad en lelrr!ero
e maximo
de latidos
y
20 100
30 95
40 90
Tabla 5.11

© o ;Qudl es la variacién de la canti-

ddd maxima de latidos cada 10
anos?

D Pendiente de una recta

En la Tabla 5.11 se observa que el nimero de latidos del corazén disminuye a
medida que aumenta la edad, pero también se infiere que el cambio sobre el
numero de los latidos del corazén es constante.

Este valor constante indica el cambio de una variable por unidad de cambio
de la otra, y es llamado tasa de cambio. Graficamente, en el plano cartesiano,
corresponderia a la pendiente de la recta que modela la situacion.

En general, en una relacion funcional y = f(x), la razon de cambio de la va-
riable dependiente y con respecto a la variable independiente x se calcula
mediante la expresion:

: T
Pendiente = ———
A==

2 1

(%, ¥,) ¥ (x, y,) son dos pares de valores de la funcion.

En la Tabla 512 se muestra que la Edaden Niimero
tasa de cambio de los datos sobre afios  maximo

los latidos del corazén es constante. x  delatidos
Es decir, su pendiente es —0,5.
20 100
. _ , 95 =100 _
Solo las funciones lineales o afines 30—20 ~ 95
tienen una tasa de cambio prome- 30 95 90 — 95
dio constante. 0—30 09
40 90

fabla 5.12

En una funcion lineal y = mx o en una funcién afin y = mx + b, la constan-
te de proporcionalidad m corresponde a la pendiente de la recta mediante
la cual se representa la funcion.

De acuerdo con lo anterior, tanto las funciones lineales como las funciones
afines son crecientes en su dominio si su pendiente es positiva y son decre-
cientes en su dominio si su pendiente es negativa. Ademés, una funcién afin es
constante si su pendiente es cero y corresponde a una recta paralela al eje X.

I T T T IS ———

Para hallar la pendiente de la recta de la Figura 5.17, se consideran dos pun-
tos que pertenezcan a ella; por ejemplo, (x, y,) = (1, —4) y (X, ¥,) = (2, 7).
Luego, se reemplazan los valores correspondientes en la expresion general
de la pendiente:

¥, =4 _ =48
X, = X, 2—1

m= =5

Por lo tanto, la pendiente de la recta dada es 5.

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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i Actividades de aprendizaje [ )

Ejercitacion

o Encuentra la pendiente de la recta que pasa por los
| puntos dados.

a (—1,0)}!(0,1)
b.(0,1)y(1,0)

c. (—1,4)y(24)
d.(—6,4)y (5 —2)

Comunicacion

o Lee y resuelve.

® Cuando la pendiente de una recta es indetermi-
nada, dicha recta es vertical (paralela al eje Y). Por
ejemplo, x = 3 es la ecuacion de una recta cuya
pendiente no puede determinarse. Su grafica se
muestra en la Figura 5.18.

Y

Figura 5.18
Traza la grafica de las siguientes rectas.

a.x=—3 b. x=4

o Calcula la pendiente de las rectas que se muestran
@ en lasfiguras 5.19a522.

2 b.
y y " X
0| 2
_.2——
1+ . %
ol 1 \
flgura 5.19 Figura 5.20
C. % \ d. 7
‘i__ " 8
N\ r
ol 1 1
8 Figura .21 Figura 522

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoj

RS -~
Resolucion de problemas
o El encargado de pruebas de velocidad de una em-
& presa aeronautica desea conocer la velocidad de un
avion en cierto lapso de tiempo. Para ello, midié el
tiempo en minutos junto con la distancia recorrida
en kildmetros (Tabla 5.13).

Tiempo Distancia
(m) recorrida (km)
X y
20 100
30 125
40 150
Tabla 5.13

a. Analiza los datos y decide si el avidn tiene una
tasa de variacion de cambio constante o no, a
partir de la relacion entre el tiempo transcurrido
y la distancia recorrida.

b. Halla una funcién lineal que modele la situacion.

Evalvacion del aprendizaje )

S—
o Estudia las tablas de valores. Luego, clasificalas, se-
& gun corresponda, en funciones crecientes, decre-
cientes o constantes.
a. b.
x y = f(x) x y = f(x)
=g 7 —32 55
== 7 =1 525
0 7 0 5
1 7 1 4,75
2 7 2 45
: Tabla 5.14 Tabla 515
C. 1
x y =£x) x y = f(x)
=2 9 =2 =2
-1 11 -1 -0
0 13 0 —8
1 15 1 —if
2 17 2 —4
fabla 5.16 Tabla 517
N ——




3 Ecuacion de la recta

Saberes previos m

Representa graficamente la recta

5 5.1 Ecuacién de la recta conociendo la pendiente y un punto
que tiene pendiente m = ==y

Al resion = = mx — x) se | como ecuacid
pasa por el punto (0, 3). a exp (v ) m 2 e conoce uacion

punto-pendiente.

; ; 1
Para el caso de la recta que pasa por el punto (1, 3) y tiene pendiente — Vi
reemplazan estos valores en la expresion general de ecuacion punto-pendiente

m y se obtiene:
13

1
. La recta de la Figura 5.23 pasa por y=—gxt 7
. el punto (1, 3) y tiene como pen-

Pensamiento variacional

Ecuacion de la recta

La ecuacion de una recta dados la pendiente m y un punto (x, y.) es:
v —y) =mx—x)
A esta ecuacion se le denomina ecuacion punto-pendiente.

8 emplo 1 |

8 1
: diente el valor — ra

!

i Laecuacion de larecta que pasa por el pun- \ LY
: Figura 523 i to(—2 —1)y cuya pendiente es —1 es: L3
: I O T
: L= (1] = =k = (=2) (_2,_1\ ‘
e ua iTe ? - .=
: ;Qual es la ecuacion de la recta? oy e s
SR HES S ————— : y=—x—2-—1

. y = —x — 3 (Figura 5.24)

S Figura 5.24

5.2 Ecuacion de la recta conociendo dos puntos

Para determinar la ecuacion de la recta dados dos puntos (x,, y,) y (x,, ,),
se debe:
y2 o= yl

X?_—X1

1. Calcular la pendiente por medio de la expresion m =

2. Usar la pendiente m calculada y uno de los puntos (x, y,) o (x, y,) para
reemplazar en la ecuacion punto-pendiente (y — y,) = m(x — x).

q empio 2

Observa como se halla la ecuacién de la recta correspondiente a los valores
que se registran en la Tabla 5.18.

X —% | =2 | = 0 1
oo — 74| —11| —8 | =5 | —2

[R]

labla 5.18
Sean (x, y,) = (—1,—8)y (x, y,) = (2, 1), primero se calcula la pendiente:

=2"%h _1—(-8 _ % _
= M 2= (=1 " 3 =

Se reemplaza en la ecuacion punto-pendiente y se obtiene, luego de sim-
plificar:y = 3x — 5.

i
1
1
I
I
i
I
i
i
1
I
1
i
I
1
1
1
i
1
1
i
I
I
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Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno

MATEMATICAS © EDICIONES SM

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Encuentra, en cada caso, la ecuacion de la recta que
| pasa por el punto Py tiene pendiente m.

a. P(—7,4)ym=5 b. (—1,7)ym= —2

o Halla la pendiente y la ecuacion de la recta que pasa
| por cada par de puntos.

a.(1,=5)y(-=21) b. (2,14)y (—1,-7)

. [—=2,—2)y (0,10} d. {(—3 5% {(—4 —71)
Razonamiento

o Indica cuales de los siguientes puntos pertenecen a
& larectay = 7x — 33y cuales no. Justifica en cada
€aso tu respuesta.

a.(5,—2) b.(52) ¢(25) d.iz =5

o Determina el valor de verdad de cada afirmacion.

¥ . larecta que pasa por los puntos (3, —2) y (4, 0)
tiene por ecuaciébny = —2x + 8.

b. La ecuacion de la recta que pasa por (=5, 1) y
(—6,3)esy =2x +9.

c. La recta cuya ecuacion esy = —6 pasa por los
puntos (—1,6) y (—2, 6).

d. La ecuacion de la recta que pasa por (—7,8) y
por (—6,11) esy = 3x + 29.

e. La ecuacion de la recta que pasa por (0, —3) y
(4, —1)esy = %x -3

Comunicacion

o Calcula la pendiente de cada recta. Luego, encuen-
& trasu ecuacion considerando los puntos que perte-
necen a ella.

1:. . Y /‘ . \/

(1,4

\\ (0, 2)

A + 21
oy 1\ "

9| 1 of 1 o

- —— — —— .
Resolucion de problemas

o Analiza la informacion de la Figura 5.27. Luego, res-
& ponde la pregunta.

D(1,5)

B(-2, —4) Figura 5.27

;Cudles son las ecuaciones de las rectas que contie-
nen los lados del cuadrilatero ABCD?

Evalvacion del aprendizaje

9
a Una empresa de turismo ha observado que cuan-
o do el precio de un viaje es de $ 15000 se venden
40 asientos, pero si el precio sube a $ 18000 las
ventas bajan a 30 asientos.

a. Encuentra la ecuacion de la recta que repre- |
senta la situacion y dibuja su gréfica.

| b. Realiza la gréfica de la funcion.

c. Determina el precio del pasaje si la venta subea |
56 asientos.

Un estudio revela que una parte de determinado
paramo produjo en el primer afio de observacion
60000 L de agua y a los cinco anos la produccion
de agua se redujo a 15 000 L.

Halla la ecuacion de la recta que modela
esta situacion y graficala. ;Qué crees que ha

pasado con el paramo?



Pensamiento variacional

.D Sistemas de ecuaciones lineales

Saberes previos

Plantea una ecuacién que modele
la slguiente situacion y escribe un

=

pa

de valores que haga cierta la

igualdad: “Las edades de Fernanda y
Camila suman 30"

apli

Para

ingresar a una universidad se
fa una prueba de razonamien-

to que consta de 30 preguntas. Por

cad

) respuesta correcta se asignan

cinco puntos, pero por cada respues-
ta irjcorrecta (0 que no se responda)
se restan dos puntos.

un aspirante obtuvo 94 pun-
tos, jcuantas preguntas respon-
dip bien?

Conoce

La situacion planteada resulta interesante, pues es posible pensar en un méto-
do de tanteo para solucionarla. Si el aspirante respondié quince preguntas bien
y quince mal, el siguiente seria el esquema para el razonamiento:

15 preguntas - 5 puntos — 15 preguntas * 2 puntos = 45 puntos
v v

Preguntas correctas Preguntas incorrectas

De esta manera puede razonarse hasta encontrar una solucion. Sin embargo, si
se analiza el problema desde el punto de vista del algebra, puede plantearse la
‘m" como la cantidad de preguntas respondidas correctamente y la "r" como
la cantidad de preguntas respondidas de forma incorrecta. Asi, el problema
puede expresarse como sigue:
S5m—2r=94 y m+r=30

Si se analizan simultaneamente las expresiones anteriores, teniendo en cuenta
que son las condiciones del problema, se concluye que el aspirante respondid

bien 22 preguntas.

Plantear y resolver un sistema de ecuaciones permite resolver situaciones en
las cuales se involucran varias incognitas que estan relacionadas por condi-
ciones especificas.

6.1 Generalidades de los sistemas de ecuaciones lineales
Para indicar un sistema de ecuaciones se utiliza el signo { y se escriben las ecua-
ciones una debajo de la otra, como se indica a continuacion.

S5m—2r =94

{m +r=30

Un sistema de ecuaciones puede ser 2 + 2 si involucra dos ecuaciones y dos
incognitas. Asi mismo, puede ser n - n si involucra n ecuaciones y n incognitas.

Resolver un sistema de ecuaciones lineales hace referencia a encontrar los valo-
res de las incognitas que verifican, simultdneamente, las ecuaciones. Teniendo
en cuenta esto, los sistemas pueden clasificarse asf:

« Compatibles. Aquellos que tienen solucién. Estos a su vez pueden ser:
Compatibles determinados. Aquellos para los cuales hay una Unica solucién.
Compatibles indeterminados. Aquellos que tienen infinitas soluciones.

» Incompatibles. Aquellos que carecen de solucién.

gl Bemplo 1

El sistema planteado para modelar la situacion inicial es compatible determina-
do, pues para resolverlo solo se determina que m = 22 y r = 8. De la misma
forma, y sin saber ningtin método de solucion, puede determinarse que el siste-

ma conformado por las ecuaciones m + n = 3y 2m + 2n = 3 esincompatible,
pues no hay valores que verifiquen simultaneamente las dos ecuaciones.

MATEMATICAS © EDICIONES SM
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6.2 Resolucion de un sistema de ecuaciones

Antes de hablar acerca de como solucionar un sistema de ecuaciones, es im-
portante aclarar que solo puede determinarse que la solucién de dicho sistema
es correcta al evaluar las dos ecuaciones con los valores determinados para las
incognitas. Si las ecuaciones se verifican, la solucién es correcta; de lo contrario,
no lo es.

Para el problema planteado se encontré que m = 22y r = 8. Al verificar los
valores del sistema propuesto se tiene que:

5m—2r=94—=5-22—2-8=94
m+r=30=22+8=30

Puede determinarse que m = 15y r = 15 no es una solucion para el sistema,
pues para la primera ecuacion se tiene que:

m+r=30=15+15=30
Mientras que para la segunda ecuacion se tiene que:
SM—2r=94=5+15—2+15 =45

Aunque se verifica la ecuacion m + r = 30, puede observarse que para la ecua-
cién 5m — 2r = 94 los valores no proporcionan una igualdad; por esta razén
no son una solucién del sistema planteado.

Existen varios métodos para solucionar un sistema de ecuaciones 2 X 2.

Tablas de valores j Graficas de las ecuaciones lineales |

Sustitucion || Reduccion | lgualacién

Regla de Cramer |

A continuacion se presentan algunas particularidades de cada método.

« Tablas de valores y graficas: en estos métodos tiene gran relevancia el analisis
de cada una de las ecuaciones, razon por la cual es importante aplicar los
conceptos y procedimientos presentados en temas anteriores.

« Sustitucion, reduccion e igualacion: estos métodos tienen un componente
algebraico importante; para usarlos, se interpreta cada expresion de forma
similar a una ecuacion, razon por la que se usa la propiedad uniforme de la
igualdad y se respeta el orden en el que se despeja una incognita en la ecua-
cion.

* Regla de Cramer: on este método se solucionan sistemas de ecuaciones par-
tiendo del uso de los coeficientes numéricos de cada incognita. De esta ma-

nera, se “obvia” el proceso algebraico para usar un algoritmo aritmético en la
solucion.

Cada uno de los métodos se explicara con mayor detalle en los siguientes te-
mas de la unidad.




laciona

Pensamiento var

Sistemas de ecuaciones lineales

6.3 Resolucion de sistemas de ecuaciones por tablas

A continuacion se detallan algunos pasos Gtiles para resolver un sistema de
ecuaciones con este método:

1.° Se elige una de las ecuaciones del sistema.

2.° Se despeja una de las incognitas de la ecuacion elegida. En este caso es
aconsejable despejar la que resulte mas sencilla.

3.° Se asigna un valor a la incognita independiente. Es importante anotar que
aunque este valor es arbitrario, deben tenerse en cuenta las condiciones del
sistema y estimar valores que, a criterio propio, podrian ser la solucién.

4.° Se realizan las operaciones planteadas en la ecuacion para determinar el
valor de la incdgnita dependiente.

5.° Se reemplaza, en la segunda ecuacion, los valores hallados en los pasos an-
teriores.

6.° Se comprueba si dichos valores verifican la segunda ecuacion.

El proceso termina cuando los valores dados para la primera ecuacion verifican
la segunda ecuacion.

Los pasos anteriores se registran en una tabla en la que las dos primeras filas son
las incognitas y la tercera fila es la segunda ecuacion.

& Ejemplo 2

; B X
Para solucionar el sistema
—x+y=

FH=3 i pueden seguirse estos pasos:
1.° La ecuacién elegida esx + y = 3.

22y=3—Xx

3.°x=3

4.°Six = 3,entoncesy =0

5°En—x+y= —1setieneque: —3 + 0= —3

6.° Los valores no verifican la ecuacion —x + y = —1.

Ahora se repiten estos pasos y se completa una tabla hasta encontrar la
solucion del sistema. Los valores encontrados se muestran en la Tabla 5.19.

X 3 1 2
¥ 0 2 1
SXFV =3 1 =]

Tabla 5.19
Los valores x = 2y y = 1 verifican la segunda ecuacion; de esta manera pue-
de concluirse que son la solucién del sistema.

Para algunos sistemas la solucion no se encuentra de forma tan sencilla
como en el ejemplo anterior.

B S S SO SU SS  U ————
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gl Eiemplo3

sistema de ecuaciones dado.

X Xx—y=3
Resuelve el sistema )
2x+Y =30
X = 0 Z 5 7 10
y -4 =3 -1 2 4 8
%+y | -6 -3 3 12 18 30

@ Realliza todas las actividades en tu cuaderno )

Tabla 5.20

En la Tabla 5.20 se encuentra que los valores x = 11y y = 8 verifican la se-
gunda ecuacion; de esta manera puede concluirse que son la solucién del

Razonamiento

o Relaciona cada sistema de ecuaciones lineales con
@ su respectiva solucion.

Sistemas Soluciones
7m+ 9n =42 . 2
12m +10n = —4 .
m+é6n=27
Im—3n=9 m= —4,n=—5
3m+5n=7

m=-—-1ln=2
2m—n=-—
3n—2n=—2
Sm + 8n = —60 Sl

0 Explica por qué los valores dados no son una solu-
A cion del sistema de ecuaciones lineales. Luego, es-
cribe un parrafo en el que justifiques tu modelo de

solucion.
2x+3y=13 7a + 4b =13
dx —y=5 b S5a —2b=19
4
5t+6s=20 2w+ 5z=—24
¢ 4t —3s=—23 d 8w —3z=19
t=—15=3 w—1;z=——2—
3

Resolucion de problemas

o La diferencia entre dos nimeros es 5, y si se suman,
@ el total es 29. Encuentra los dos niimeros.

Evalvacion del aprendizaje

o Soluciona los siguientes sistemas con tablas a
& partir de los valores propuestos.

Xt+ty=28
" 2x — 4y =—126
X 0 8 1 4 3
y
2x — 4y
Tabla 521
{x +y=12
b.
X =2
21 0 3 7 6
X

Tabla 5.22

0 Soluciona los sistemas de ecuaciones con tablas.

" g—5b=§ - |4m—5n=28
—7a+ 8b=25 amy— 9 ==77
42+ 5w =5 |25y =—24

| —tow —dz=—7

8x —3y=19
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abri

Sal

Rep
no
y =
ner

Par

Un

deg

ras
un
llav
rra

heres previos

resenta en un mismo pla-

cartesiano las  funciones
g — 1 yy= <2 + 5 jTie-
alglin punto en comdn?

a llenar un tanque de 31 m? se
en dos llaves simultaneamente.
a de ellas se cierra siete horas
pués de abrirla y la otra, dos ho-
después. Luego, intenta llenarse
tanque de 27 m? con las mismas
es, pero ahora la primera se cie-
a las cuatro horas de abrirla y la
unda, a las tres horas.

Cuantos litros salen de cada lla-
P en una hora?

a Resolucion de sistemas por el método grafico

Conoce

En la situacion presentada puede observarse que los litros que salen de las dos
llaves pueden representarse por dos incognitas, por ejemplo, x y y.

Segun las condiciones del problema, la relacion entre x y y puede expresarse asi:

Para el tanque de 31 m*: 7x+ 2y =31

Para el tanque de 27 m*: 4x + 3y = 27

Asi, para responder la situacién debe solucionarse el siguiente sistema de
ecuaciones:

Ix + 2y =31
4x + 3y =27

Es posible hallar la solucién del sistema analizando cada ecuacion como
una recta y, por tanto, el sistema se entenderfa como dos rectas que se in-
tersecan en un solo punto. Las coordenadas de dicho punto son los valores
que satisfacen simultaneamente las dos ecuaciones.

Para solucionar el sistema de ecuaciones asociado a la situacién inicial, cada
una de las ecuaciones generales tiene que transformarse en ecuaciones pun-
to-pendiente.
Las ecuaciones son:
31 X 4x
2 2 3
Ahora se grafican las ecuaciones, conservando una escala adecuada, y se
busca el punto que las dos rectas tienen en comun.

oy

\X Figura 5.28
En la Figura 5.28 se observa que el punto en el cual se intersecan las dos rec-
tas es (3, 5); es decir, la solucion del sistema es x = 3;y = 5.

Por lo tanto, de la primera llave salen tres litros de agua en una hora y de la
segunda salen cinco litros de agua en una hora.

MATEMATICAS € EDICIONES SM
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7.1 Analisis de la cantidad de soluciones de un sistema
de ecuaciones

Graficamente es posible identificar sistemas de ecuaciones compatibles deter-
minados (las rectas se intersecan en un solo punto), compatibles indetermina-
dos (las rectas coinciden) e incompatibles (las rectas no se intersecan).

A continuacion se muestran graficas de los diferentes tipos de sistemas:

Compatible determinado Compatible indeterminado
Yy Y
Z+y=1 / b=y
13 E 14
A L %
oLX o]
x—y=1
.’//j
Y
hgura 5.29 Frgura 5.30
Incompatible

wr-{//

1

|

O~

Los siguientes sistemas muestran la clasificacion de las posibles soluciones

de un sistema. Las gréficas correspondientes aparecen en las figuras 532 a
5.34, respectivamente.

4x —2y =2 2x +5y =10 3x +9y =18
x—=5=y 4x + 15y =30 5x + 15y =30
Incompatible Compatible Compatible Figura 5.33
determinado indeterminado y
El primer sistema es incompatible porque las rectas tienen la misma pendiente, 1 H
es decir, las rectas son paralelas. El segundo sistema es compatible determinado | X

porque las rectas se intersecan en (0, 2).

El tercer sistema es compatible indeterminado porque las ecuaciones que
conforman el sistema son equivalentes.

. Figura 5.34

I . L L L L e ype——"

MATEMATICAS @ ECICIONES SM




Pensamiento variacional

Resolucion de sistemas por el método grafico

MatemaTICS
Grafica sistemas de ecuaciones con G eQG e b ra
A continuacién se presenta el procedimiento para graficar el sistema de ecua- Apariencias i
cignes con este software. '
Algebra y Craficos
2x+3y=13 e )
Y @ Geometria
4x —y=5 sAm .
: Hoja de Calculo i
Ix=cas
i y enci lecciona | ,
. Pnrrtn?ro,‘e;n EI mezu j;«panencras, selecciona la ‘ Evkicos 36
opcion Algebra y Graficos.
P € Y Z2\ Probabilidad
o Luego, en la parte inferior de la ventana en-
conerards una barra Ilahjada E|ntr?da‘ En este « Al presionar la tecla Enter, aparece la grafica en el pla-
lugar se digita la ecuacion de la. funcion que no y la ecuacién correspondiente en la ventana al
vas a graficar. margen izquierdo.
- o A ——— _—
D FC R S A gL e B O 4 A T
I 4
|
BT P - S - - 2 i — SRR 7. A8 {
Para determinar las coordenadas del punto de intersec-
cion, pon una cuadricula a la ventana de las gréficas. Para
e el . | g ello, selecciona en la parte superior derecha el mend Pre-
¥ Rgfpme £ RRACEEIIEREE AT 0, SRkt S ferencias. Alli, elige Vista grdfica, y luego activa la Cuadri-
Sl cula dando clic en la opcidén Mostrar cuadricula.
(]~ 2 5 @ L N e & Bt bomdme s
R TR e o 7
BT \\\ C sy ~\ ] }..I::;:\::‘:’“mm
| G |
i
intrada w8 s a8
1]
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion

o Grafica y soluciona cada sistema.

o x+y=3 l X—y=12
“lax—2y =1 "0,2x+ 0,5y =0,1
=—1+ +2y=-2
C. L y d. rek
x+y=1 3x—y=35

Razonamiento

o Determina la solucion de cada sistema de ecuacio-
A nes. Verificala, reemplazandola en las ecuaciones.

d.

&

x+y=1 \\
Figura 5.35
b.
\b Y
x+y=2
1+ =%
: - X
o o
. )
-5
Frgura 5.36
c:
¥
//
0.5% + 25 = 2 ki
T — ~3- 2 '//
.%,(_. — el
I —t
/(} :
e
=3y =1
“h
Fiaura 537

Resolucion de problemas
o Plantea un sistema de ecuaciones que tenga la solu-
# cidn dada. Ubica dicho punto en el plano y grafica
las rectas que forman el sistema que propusiste,

ax=2 y=21 b. (45, 2) C.1—2, <%
Evalvacion del aprendizaje
%
o Propon una ecuacion que forme un sistema de
& ecuaciones lineales con 6x — 2y = —3, de tal for-
ma que sea:

a. Determinado
b. Indeterminado

. Incompatible

Luego, representa la solucion gréfica de cada uno
de los sistemas que planteaste. Finalmente, expli-
ca las diferencias, tanto en las graficas como en las
ecuaciones, de los tres sistemas.

o Determina la ecuacion de las rectas del sistema
# dado. Luego, los valores aproximados para su so-

lucion.
t‘i.
\b v /e
\\
\14
y | X
; T
780
\
\
\
‘ \
Figura 538
b.
a ¥ b ’
/
r'llr.
1+ /
/| x
;1
ol/
z'f:
/
¥ 5
Figura 5.39




Saberes previos

D
3y

1]

Pensamiento variacional

speja la variable y de la ecuacion
+ 4x — 12 = 0y describe el

pracedimiento que realizas.

una granja hay patos y cerdos.
contar las cabezas hay 50 v al

: contar las patas hay 134.

Cuantos animales hay de cada
specie?

Figura 5.40

3 Resolucion de sistemas por el método de sustitucion

Conoce

El sistema de ecuaciones que representa la situacion puede resolverse con el
método de sustitucion. Si se tiene en cuenta que los cerdos tienen cuatro pa-
tas y los patos, dos, las condiciones pueden representarse asf:
m: cantidad de patos  n: cantidad de cerdos
Total de cabezas entre todos los animales: m + n = 50
Total de patas entre todos los animales: 2m + 4n = 134
m+n=750
2m+ 4n =134

Otra manera de solucionar un sistema de ecuaciones se basa en el princi-
pio logico de la sustitucion, en el cual se propone escribir una incognita
en términos de la otra para una de las ecuaciones y, después, sustituir esta
expresion en la otra ecuacion.

Para esta situacion, el principio de sustitucion se aplica como sigue:

m=50—n = Se despeja m en la primera ecuacién del sisterna.
2(50 — n) + 4n = 134 <« Sesustituye m = 50 — n en la segunda ecuacion.
100 — 2n + 4n = 134 <+——— Seaplica la propiedad distributiva del producto.

100 + 2n = 134 +——Sedespejan.
o = 134 — 100 =37 = %:nz 17

Por tanto, la cantidad de cerdos es 17. Ahora, para averiguar la cantidad de
patos, se reemplaza este valor en la expresion m = 50 — n, asf:

m=50—17=33
De esta manera, en la granja hay 17 cerdos y 33 patos.
gl Eiemplo 1
Para resolver el sistema de ecuaciones se realiza el procedimiento descrito.
{x +2y=-3
3x +6y=-—9
Se elige la primera ecuacion y se despeja x.
s G
Este valor se sustituye en la segunda ecuacion.
W3- +G=—9=>-9—6p+ = —9=—9==9

Como esta igualdad siempre es cierta, se deduce que el sistema tiene infini-
tas soluciones; asi que es compatible indeterminado. Graficamente se inter-
preta que las dos ecuaciones generan la misma recta, como se observa en la
Figura 5.40.

-
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Ejercitacion
o Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones con
o el método de sustitucion.

x—5y=28
T =7x + 8y =25
Sm—2n=13
B iy =i

2wt 5z2=-24
- 8w —3z=19

o Resuelve cada sistema de ecuaciones con el método
o de sustitucion.

Luego, reemplaza la letra correspondiente al sistema
y completa la frase. Para ello, utiliza solo el valor de
la solucion en la incognita y.
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d. Letra A
3 4
12x +5y=—6

e. _51_7_;/:_12 Letra S
L3 6

Para solucionar problemas de matematicas es nece-
sario desarrollar la capacidad de

-4 3 —4 12 -8 6 —8 6

.
Resolucion de problemas

o Analiza el sistema y determina el valor que debe to-
$ mar a para que el sistema cumpla cada condicién

dada.
x+y=1 Compatible determinado
3x—ay =4 Incompatible
Evalvacion del aprendizaje
o Identifica las ecuaciones de las rectas para cada
& sistema y determina, con el método de sustitu-
cion, los valores exactos de la solucién.
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Pensamiento variacional

Saberes previos

;Par cudl numero entero debes
multiplicar todos los términos de
la gcuacion 3x + 2y = 5, para que
al sumarlos con los términos de la
ecyacion 6x + y = 8, se obtenga
i |

Unfama de casa va al supermerca-
doly compra 6 kg de café y 3 kg de
az(car por $ 15300. Dias después
nota que no fue suficiente, asi que
vuglve al supermercado a comprar
1 kg de café y 10 kg de aztcar por
S 8250.

Cuanto cuesta 1 kg de cada pro-
ucto?

Fi. e

9 Resolucion de sistemas por el método de reduccion

Como se ha estudiado en temas anteriores, algunas situaciones en las que se
observa una relacion entre dos datos pueden resolverse al plantear y resolver
un sistema de ecuaciones.

En este caso, las iniciales de cada producto seran las incognitas al momento de
plantear el sistema correspondiente a la situacion.

Sean C: un kilogramo de café y A: un kilogramo de azlcar.

Segln los datos del problema, se tienen las ecuaciones: 6C + 3A = 15300y

C + 10A = 8250. Asi, puede plantearse el siguiente sistema de ecuaciones:

o mm mm Em mm Em o mm mm e R R RN N MR N M M M EE N EE M MmN R N M e e e S M R e R e e e e

~

6C + 3A = 15300
C + 10A = 8250

Al solucionar un sistema de ecuaciones por el método de reduccion, se eli-
mina una de las incognitas en el sistema de ecuaciones para resolver inicial-
mente una ecuacion de primer grado. Con esta solucion, se despeja el valor
faltante en una de las dos ecuaciones.

§ Eemplo 1|

Para solucionar el sistema de la situacion inicial por el método de reduccion,
pueden seguirse los pasos que se describen a continuacion.

1.° Se determina la incognita que va a eliminarse; en este caso sera C.
2.° Se multiplica convenientemente, incluso por un numero negativo, una

o las dos ecuaciones para poder reducirlas. Para el caso, se multiplica la
segunda ecuaciéon por —6, con lo cual el sistema se transforma en:

6C +3A =15300
—6C — 60A =—49500

3.° Se reducen las ecuaciones sumando entre sf los términos semejantes y los
valores numéricos de esta manera:

6C + 3A = 15300
—6C —60A = —49500
0C —57A = —34200

En este caso, la incognita C se elimind de la expresion vy el resultado de la
reduccion es una ecuacion con una sola incégnita, que es A.

4.° Se soluciona la ecuacion asi: —57A = —34200, y se obtiene que A = 600.
5.° Se reemplaza el valor A = 600 en una de las ecuaciones:
C+ 10A = 8250 = C = 8250 — 6 000 = C = 2250.

Por lo tanto, un kilogramo de azlcar cuesta $ 600 y un kilogramo de café
cuesta $ 2250.
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Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo)

Ejercitacion

o Crafica, en el plano cartesiano, las ecuaciones de
@ cada sistema. Luego, determina su solucién.

dx+3y=18 3x + 8y =34
A lsx —6y =3 0 Y5y + 6y = 20
2x+3y =12 S5x+7y=50
“lx=-y=1 ox + 14y =97

Razonamiento

o Resuelve cada sistema por reduccion y busca su so-
& lucion gréfica abajo (si no esta entre las opciones,
dibujala en tu cuaderno).

2x+5y=1 . 3x +3y =10
* 13x =7y =20

6x +7y =3

8x — 15y = —30
“lax+3y=15

Figura 5.44

Fuatra 5.46

&
-

Resolucion de problemas

o Observa el siguiente sistema de ecuaciones y luego
& responde la pregunta.

ax+by=0
a,x +b,y=0

¢Para que valores de a, y b, tiene el sistema infinitas
soluciones?

Evalvacion del aprendizaje

~

0 Escribe la segunda ecuacion en los literales a, by c,
& ydibuja unarectaend.ye.de tal forma que cada
sistema sea del tipo que se indica.
Px— 3 =27
a. Compatible determinado
5x + 6y =27 ‘
b. Compatible indeterminado
3x —4y =11 ‘
C. Incompatible
d.
"
A
; .' X
-é @] 1
Flgura 547
Incompatible
€.
3 Yy
14
i X
O 1
Figura 5,48
Compatible indeterminado
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D Resolucion de sistemas por el método de igualacion

diez valores a las variables m y
verifica si en todos los casos se
nple la igualdad

m? —n*> = (m + n)(im — n).

suma de dos nimeros es 51. Si

livide el primero entre 3 y el se-
do entre 6, la diferencia de las
ciones obtenidas es 1.

/i

Qué par de numeros verifican

stas condiciones?

Figura 5.49

Analiza y conoce

Para plantear el sistema de ecuaciones de la situacién propuesta se consideran
las siguientes incognitas:

X: primer nimero y: segundo ndmero

x+y=>51
R el

—_—— =1

3 6

<+————— Sistema de ecuaciones gue describe |a situacion

El método de igualacion para solucionar sistemas de ecuaciones consiste en
despejar la misma incdgnita en las dos ecuaciones y luego, aplicar la transi-
tividad de las igualdades, con el fin de igualarlas y despejar 1a otra incognita.

§ Eemplo 1 |

El sistema presentado en la situacion inicial se soluciona como se muestra a
continuacion.

1.° Se despeja y en las dos ecuaciones.

y=—x+51
{y =2&—6
2.° Se igualan los valores de y.
—x+51=2%—6
3.° Se despeja x.
== ~F— 51
—3% = =57
x=19

4.° Se calcula el valor de y.
y=—x+51,dedondey = 32

Asi, los dos nimeros que solucionan el reto son 19y 32.
~

-

) 7m=—3n=15
Para resolver el sistema

Sm+ 6n=27" puede elegir m para despejar en las

dos ecuaciones.
15 + 3n 27 — 6n

5

m=15+3n=>m= ysm=27—6én=>m=

15+3n _ 27 —6n
7 5

Se reemplaza el valor de n en una de las dos ecuaciones despejadas para asf

15 = 3 15 + 3(2)

7

Se igualan las expresiones y se despeja n: =y =72

hallar el valorde m:m = .Como, n = 2, se tiene que m =

por tanto, m = 3. La solucion grafica se muestra en la Figura 5.49.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |
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Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones con
w el método de igualacion.

3x = —4y [ 5a + 2b =15
&, N

5x —6y =38 2a+b=5

w—2z=10 3s+ 4t =15
“law +3z=-8 |2s+t=5

X,y 7

_+_=—_ X y
S

Eop e [ I — 4y =4

2 3 6

Razonamiento

o Descubre el error en el proceso y justifica por qué
& losvalores dados no son la solucién de cada sistema

planteado.
m+ 4n=13
1'{Sn’a—Zn':‘iEJ
4n =13 —7m 5m—2n=19
_ B—im ”:19+5m
4 2
1B—-—7m _ 19+ 5m
4 2
=50 __ 2
34 T

Reemplazando para n, se tiene que:

5-7(-Z]
17 929

n—= ———— =

4 E=i

DeeStemodo,m=——2§~yn=2‘
17 17

x+2y=10

"lox+4y=5

x=10—2y x = 5_24}’

0W-—2y==2"Y 0p-—y=5-4

~y+ay=5-20 y=-2

Remplazando para x, se tiene que:

s~
_ 2 35

x = —
2 2

o Plantea dos sistemas de ecuaciones incompatibles,
& dos compatibles indeterminados y dos compa-
tibles determinados. Ten en cuenta las siguientes

ecuaciones.
x—y=1 Rty
x—y="12 x+y=100
=2+ 5="10 =% = =3
2 Jpiemes g 2x + 10y = 40
3x — 30y =15 e dpe=T14
—8y + 20x = 40 2y —x=1

Relnete con cuatro comparieros y entre todos so-
A lucionen el siguiente sistema de ecuaciones.

{4x+5y=20
WM—W="5

Cada uno elegira uno de los mérodos estudiados. Al
terminar, comparen sus soluciones y evallen cudl es
el método més efectivo para resolver este sistema.

Resolucion de problemas

o Halla dos ndmeros tales que si se divide el primero
& entre 3y el segundo entre 4, la suma sea 15; mien-
tras que si se multiplica el primero por 2 y el segun-

do por 5, la suma sea 174.

Evaluacion del aprendizaje

o Un nlmero esta formado por dos cifras cuya

& suma es 15. Si a la cuarta parte del nimero se le
suma 45, el resultado es el nimero con las cifras
invertidas. ;Cual es el niumero?

o Un numero consta de dos cifras cuya suma es 9.
& Sise invierte el orden de las cifras el nimero ob-
tenido es igual al dado mas nueve unidades. Halla

dicho niimero.
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D Resolucion de sistemas por la regla de Cramer

eres previos

el sistema de ecuaciones
+ y = 10 +

, ;jcuales son los co-
Vit At

entes, los términos indepen-
tes y las variables?

R nsiza)

na finca se envasan 300 L de le-
al dia. Para ello, se usan botellas
Ly botellasde 5L,y en total se

1 120 botellas.

+ ;Quantas botellas de cada capa-
cidad se usan?

Analiza y conoce

Si se considera que:

x: botellas de 2 L y: botellas de 5 L

La informacién inicial se representa as:
x+y=120
{2x + 5y =300

El método para solucionar este sistema se basa en el concepto de matriz.

Una matriz es la disposicion de nlmeros que se asocia con un sistema de
ecuaciones. Los nimeros de dicha matriz son los coeficientes numeéricos de
las incdgnitas. Se llama matriz ampliada a la disposicion que, ademas de
incluir los coeficientes numéricos, incluye las constantes del sistema.

Es posible asignar a una matriz un ndmero real llamado determinante de la
matriz. Para un sistema de ecuaciones 2 - 2, en el cual los coeficientes son a, y
b, en la primera ecuacion, a, y b, en la segunda ecuacion, y las constantes son
¢, y ¢, respectivamente, se tiene que:

Sistema Matriz Matriz ampliada

ax +by=c a, b, a b ¢
ax+by=c, oy by a B G
El determinante de la matriz es el nimero que resultadea, - b, —a, - b..

La regla de Cramer es una férmula basada en los determinantes que pueden
plantearse en un sistema de ecuaciones, as:

€, b ‘ a, c, ‘
¥ = Cz bz y = 02 CZ

al bl ai bl

aZ b2 ‘ 02 b2 ‘

S Eiemolo 1

Aplicando la regla de Cramer a la situacion inicial, se tiene que:

120 1 1 120

300 5 600 — 300 2 300 300 — 240
11 =D Sl 11 Hi=3 20
2 5 Z 5

Luego, se usan 100 botellas de 2 litros y 20 botellas de 5 litros.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno j

Ejercitacion

o Calcula los siguientes determinantes.

0 -5 &
a b
=] d—a a
¥+2 x4+7 I m+1 m
( 4
s o - o0 m n'

o Determina el valor de la variable en cada caso.

_
-2 m 1
1k =15 b. = 100
3 x m m+1
x —8 x—1 0
= =25
C " 16 d in el

Razonamiento

Resuelve cada uno de los siguientes sistemas por el
A método de Cramer y explica la representacion gra-
fica de cada solucién.

9% —y =16 2x =5y =28
" x+y=28 2. 3y + 7x = —13

Ix + 3y = —26 345y =12
“lax+y=—4 7x =Sy =22

. —

3X Q’V_ f 5x — 4y =0
Sl Clx -2y =4

_X___V=

2 5

6x — Sy = —43 2(x—y)=5
£ h.

x —5y=-28 4(1—y) =3«

o Intenta resolver los siguientes sistemas de ecuacio-
& nes por la regla de Cramer y explica lo que ocurre.

S5x =7y =1 2x + 4y =5
10x — 14y =6 4x + 8y =10

Escribe una conclusion acerca de lo que acabas de
observar.

- - @
Resolucion de problemas
e Una evaluacién consta de 16 preguntas. El maestro
& suma diez puntos por cada respuesta correcta y res-
ta seis puntos por cada pregunta no contestada o
mal contestada. Si Mario obtuvo 64 puntos en la
evaluacion, jcuantas preguntas contestod correcta-
mente’?

o El administrador de una fabrica de computadores
u establece un plan de produccién para dos modelos,
A'y B,y cuenta con dos divisiones.

Una division es el taller de maquinas donde se fabri-
can las partes del producto y la otra es la division de
ensamble donde se unen las partes para obtener el
producto final. El modelo A requiere cuatro horas
para elaborar las piezas y cinco horas para ensam-
blarlas, y el modelo B requiere tres horas para elabo-
rar las piezas y una para ensamblarlas.

Sila fabrica dispone de 95 horas mensuales para ela-
borar las piezas y 105 horas mensuales para ensam-
blarlas, jcudntos computadores tipo A vy tipo B se
pueden construir mensualmente en esta fabrica?

o Dos jarras pequefas y una jarra grande pueden con-

& tener ocho vasos de agua. Una jarra grande menos

una jarra pequena constituye dos vasos de agua.
;Cuantos vasos de agua caben en cada jarra?

Evalvacion del aprendizaje

o Una prueba tiene veinte preguntas por valor de

& 100 puntos. La prueba consiste en preguntas de
verdadero y falso por valor de tres puntos cada
una, y preguntas de seleccién multiple por valor
de once puntos cada una. ;Cuantas preguntas de
seleccion mdltiple se encuentran en la prueba?

o A lo largo del afo 2015 se produjeron 11600 acci-
& dentes de trafico, de los cuales 5600 se debieron a
exceso de velocidad. Averigua el nimero de autos
y de motos accidentados, si el 40% de los acciden-
tes de autos y el 60% de los de motos se produje-

ron por no ir a la velocidad reglamentaria.
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Resolucion de problemas mediante sistemas
de ecuaciones

Saberes previos

tea una situacion que se pueda
esentar con el sistema de ecua-

{sooox +10000y = 12000
es

13000x — 2300y =5000

élvelo.

Had
: tina
. Den

: Julia

e cuatro afios la edad de Cris-
era el doble de la de Juliana.
tro de ocho anos la edad de

i 5 _—
na sera y de la de Cristina.

)ué edad tienen actualmente
istina y Juliana?

----------------------------------

Analiza y conoce

Segln los datos del problema, si x es la edad actual de Cristina y y es la edad

actual de Juliana, se tiene que:

x — 4 edad de Cristina hace 4 afios

y — 4 edad de Juliana hace 4 afios

X—4=2(y—4)

Ademas:

x + 8 edad de Cristina dentro de 8 afios

y + 8 edad de Juliana dentro de 8 afios

5

Las condiciones planteadas en el problema forman el siguiente sistema de

ecuaciones lineales.

Zx+8=(+9)

Xx—4=2(y—4)

%(x+8)=(y+8)

Por el método de sustitucion, se tiene que:

x=2(y—4) +4

X=2y—8+4

X=2—4

Ahora, se reemplaza x en la segunda ecuacion y se tiene que:

%(2y—4+8)=y+8

10y + 20 = 8y + 64

0y —8 =64 —20 = 2y=44

De esta manera, y = 22 y x = 2y — 4. Por lo tanto, x = 40.

En conclusion, Cristina tiene 40 afos y Juliana tiene 22 afios.

Al finalizar la solucion, es importante verificar que la respuesta hallada cumple
las condiciones y el contexto del problema. Para ello, se reemplazan los valores

en el sistema de ecuaciones, asi:

40 — 4 =2(22— 4)

§(40+8)=22+8

Plantear y solucionar un problema en el que se involucran sistemas de
ecuaciones se basa en escribir en forma algebraica, con incognitas, las dife-
rentes condiciones del problema. Luego, el sistema generado se resuelve con
alguno de los métodos estudiados anteriormente y se determina la respues-

ta al problema.
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Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Un automovil que avanza a 70 km/h lleva una ven-

& taja de 90 km a otro auto que avanza por una via

paralela a 110 km/h. ;Alcanza el segundo auto al
primero? Explica las razones.

o El perimetro de un tridngulo isosceles mide 20 cm.
o El lado desigual mide 4 cm menos que los lados
iguales. Calcula el area de ese triangulo.

Razonamiento

o En una granja hay conejos y gansos que hacen un
& total de 29 cabezas y 92 patas. ;Hay mas gansos que
conejos? Explica tu razonamiento.

o Analiza si el siguiente problema tiene solucion. La
& suma de dos nimeros es 14. Si se afiade 1 al mayor
se obtiene el doble del menor.

o Las edades actuales de una mujer y su hijo son
& 49afosy 25 afos. ;En algiin momento el producto
de sus edades era 6407

Modelacion

o Marfa y Bianca forman pareja para realizar el trabajo
& en grupo que encargod la profesora de Biologia sobre
los efectos de las drogas en el organismo.

Si hicieran el trabajo conjuntamente, tardarfan dos
horas. Marfa, ella sola, emplearia tres veces mas
tiempo que Bianca, también en solitario. ;Cuanto
tiempo tardaria cada una de ellas por separado en
hacer el trabajo?

Resolucion de problemas

o La suma de las tres cifras de un nimero capiclia es
® 8. lasuma delacifra de las unidades y la de las cen-
tenas es igual a la de las decenas. Calcula el nimero.

o La suma de las edades de un padre y su hija es 56

& anos. Hace 10 afos, la edad del padre era el quin-

tuple de la edad que tenfa la hija. ;Cudl es la edad
actual de cada uno?

o Sia uno de los lados de un cuadrado se le aumenta
® sulongitud en 5 cmy a su lado contiguo en 3 cm, el
area de la figura aumenta en 71 cm? Calcula el lado

del cuadrado.

@ En un cajén de una papeleria guardan dos tipos de

@ boligrafos: hay cajas con doce boligrafos azules y ca-

jas con 16 boligrafos rojos. En total hay diez cajas

y 144 boligrafos. ;Cudntas cajas hay de cada clase?

Plantea las ecuaciones del sistema y resuélvelo por
tablas y por otro método.

0 Una empresa de reciclado de papel mezcla pasta
w de papel de baja calidad, que compra por $ 500 el
kilogramo, con pasta de mayor calidad, de $ 800,
para conseguir 50 kg de pasta de $ 620 el kilogramo.
;Cudntos kilogramos utiliza de cada tipo de pasta?

Evalvacion del aprendizaje

—

o Por una sudadera y unos tenis se pagaron en total
& $ 126000. Si el precio de la sudadera aumentara
en un 14%, entonces serfa igual al 75% del precio

de los tenis. ;Cudnto costd cada articulo?

o Con la ayuda de los estudiantes de varios cole-
& gios se estan rehabilitando las casas de un pueblo
abandonado.

Ahora se ocupan de la remodelacion de un de-
posito de 1000 m? que abastece de agua potable
al pueblo. Tiene forma de prisma cuadrangular tal
que la altura es el cuadrado del lado de la base
menos 15 m.

Calcula la longitud del lado de la base y la altura
del deposito.

De una encuesta aplicada a 36000 jovenes, se
obtuvo que algunos han probado bebidas alco-
holicas (x) y otros, sustancias psicoactivas (y). Si
se sabe que 20%x = 10%y, ;cuantos jovenes han
probado cada sustancia?

Describe los diversos problemas que trae el
consumo de alcohol y drogas.
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B Sistemas de inecuaciones de primer grado

eres previos Analiza y conoce

JQué diferencias encuentras entre En algunas expresiones cotidianas es necesario conocer valores que no nece-
unal igualdad y una desigualdad?  sariamente son iguales a algo. Por ejemplo, cuando vas de compras y debes
;Qué signos matematicos se utili- conseguir un pantalén que valga menos de $ 100000 o cuando se dice el peso
zanlen cada una? de un objeto esta entre 105 y 107 libras’, este estilo de expresiones pueden
escribirse con inecuaciones.
Para averiguar la edad de Camilo puede hacerse el siguiente razonamiento:
m Sea x la edad de Camilo y 2x el doble de su edad.
¢ Sialldoble de la edad de Camilo se o ‘
: ; De esta manera, la expresion “al doble de la edad de Camilo se le restan 17
. le restan 17 afos, resulta ser menos . ” .
T : : aflos, resulta ser menos de 35” puede representarse asf:
: de 35; pero si a la mitad de la edad
ramilo se le suman 3 afios, el re- K=V <HB=2U<BFTT=2<52=x<26

ado es mayor que 15. Por su parte, la expresion “si a la mitad de la edad de Camilo se le suman 3 afios,
el resultado es mayor que 15” puede representarse asi:

g—+3>15——->§>15—3:>%>12:>x>12-2=>x>24

Si la edad de Camilo es mayor que 24 y menor que 26, entonces puede dedu-
cirse que Camilo tiene 25 afios.

Una inecuacién es una expresion en la cual hay elementos desconocidos
que estan relacionados con los signos <, >, =< 0 =,

Para resolver una inecuacion se tienen en cuenta las siguientes propiedades:

+ Sia < bycesunnumeroreal, entoncesa = ¢ <b * ¢

« Sia<byc>0entoncesac < bcy % < E‘
C

. 5ia<byc<0,entoncesac>bcy% > E‘
=

De forma similar se verifican las propiedades cuando g > b.

» Sia > by cesunnumeroreal, entoncesa = c > b * ¢,

. Sia>byc>0,entoncesac>bcy% > P—.

r'\]CTr“

« Sia > byc <0, entonces ac < bcyi =
€

13.1 Inecuaciones de primer grado con una incégnita
Expresiones como
et axt+b>c ax+b=c aetb=e

son inecuaciones de primer grado con una incognita, y para resolverlas se
utilizan las propiedades mencionadas. £l problema de determinar la edad de
Camilo se soluciond a partir del planteamiento y la solucién de dos inecuacio-
nes de este estilo.

Es importante tener cuidado al aplicar las propiedades, sobre todo cuando se
multiplica o se divide entre un nimero negativo.
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La representacion gréfica de la solucion de la inecuacién —4x — 5 > 15, en
donde x < —5, se muestra en la Figura 5.50.

. Figura 5.50

13.2 Inecuaciones de primer grado con dos incognitas
Una inecuacion de primer grado con dos incognitas es una expresion alge-
braica que puede expresarse de alguna de las siguientes formas:

ax + by <c ax +by>c ax + by <c ax +by=c

Es importante tener en cuenta que estas expresiones son similares a las que se
describen en una linea recta y que, de hecho, tienen una estrecha relacién con
ellas. Esto se explica a continuacion.

Antes se dedujo que y = mx + b describe una linea recta y en el método gra-
fico se pudo observar que expresiones de la forma:

ax + by =¢
pueden llevarse a la forma:

y=mx+b
De manera similar, expresiones de la forma ax + by < ¢ (o cualquiera de las
planteadas como inecuacion de primer grado con dos incognitas) pueden lle-

varse a una forma en la cual la recta ax + by = ¢ define dos semiplanos: uno
que describe la region ax + by < c y otro que describe la regién ax + by > c.

&l Ejemplo 2
Observa como representar graficamente la inecuacion —9x + 3y < — 6.
1. Se escribe la inecuacion de tal manera que la y quede despejada.

W< —b=y<Ix—2
2.Segraficalarectay = 3x — 2.

3. Se determina, a partir de la rec-
ta, la region para la cual los va-
lores de y son menores que los i
valores de 3x — 2, b

4. Se colorea dicha regién. En la
Figura 551 se puede observar
la solucion de la inecuacion
y < 3x — 2. La recta de color
azulesy = 3x — 2.

Figura 557
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De forma similar puede representarse la solucion de y > 3x — 2.




Pensamiento variacional

de inecuaciones de primer grado

13.3 Sistemas de inecuaciones de primer grado con
dos incognitas
ax + by =g

Este tipo de sistemas son de la forma .
P a,x + by <c,
El signo < puede cambiar y ser >, = 0 =,

La solucion de un sistema de inecuaciones sera una region del plano cartesia-
no en la cual se verifiquen, simultaneamente, cada una de las inecuaciones de
dicho sistema.

La mejor manera de solucionar estos sistemas es aplicando el método gréfico
para cada una de las inecuaciones.

gl Ejemplos ]

2x+y>4

Resuelve el sisterma )
x—2y<<8

Para la inecuacion 2x + y > 4 se tiene que y > —2x + 4, asi que se grafica
larectay = —2x + 4.

Para la inecuacion x — 2y < 8 se tiene que y > X —4as que se grafica la
X . 2
rectay = — — 4 (Figura 5.52).

bh\Y

\

y=-2x+4

y=—2x+ 4

y<-2x+4
1_

o

/

Como puede verse en el plano de la Figura 5.53, se generan cuatro regiones
que estan delimitadas, precisamente, por las rectas. Asi, la solucion del siste-

Figura 5.52

ma serd laregion paralacualy > —2x + 4yy > % — 4, simultaneamente.

| ik ;
I \ el
i ! 2x+y=4 E
| T
: H 1T :
= 1 k- X1
i T g ]
| w =S

. Figura 553
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

MATEMATICAS © EDICIONES SM

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion

o Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la

w solucion gréficamente.
b. —5x+4<3

C. &x— 1[4+ ) <2¢+4

d.
—3 2

Razonamiento

o Relaciona la inecuacion con la grafica correspon-

© diente a su solucion.

—6x + 7 " 8 — 4

a3x—2y>1 b. —x+y<—4
& =g —J dx+3y>2
Qe H
S )(:
o | Tl i
Figura 554
14 i
(] X
o :
- Figura 555
e N
gl b
b X
RN E
Figura 5.56
Y ;
1+ E
| X
ol :

Figura 5.57

@

o La solucion de la siguiente inecuacion es incorrecta.
A Explica por quéy escribe frente a cada paso del pro-
ceso lo que se hizo y cudl fue el error.

2 ey

Resolucion de problemas

o Plantea una inecuacion que describa la situacion.
u Luego, resuelvela y verifica la respuesta.

Una furgoneta pesa 875 kg. La diferencia entre su
peso cuando estd vacia y el peso de la carga que
lleve no debe ser inferior a 415 kg. Si deben cargarse
cuatro cajones iguales, jcuanto puede pesar, como
maximo, cada uno de ellos para poder ser transpor-
tado en la furgoneta?

Evalvacion del aprendizaje

o Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones.

w
X—y<?2 ] s EN S
a. .
2x>6 y>0
x—y<2 I 3x =5y >1
C. d.
x+y>2 Sl

0 Define un sistema de inecuaciones cuya solucién,
# limitada por el eje X, sea la region resaltada en la
siguiente grafica.

USRS Ml G G B [ S S S it g S T Figura 558

Escribe los pasos que seguiste para determinar
dicho sistema y explica si es el Unico que puede
cumplir las condiciones pedidas.




Practica mas

ohcepto de funcion

Comunicacion

J Observa la gréfica de la funcion representada en la
@ | Figura 5.59. Luego, realiza lo que se propone en cada
caso.

Figura 559
a. Elabora una tabla de valores.
b. Identifica el dominio y el rango de la funcion.

c. |dentifica los valores para los cuales f(x) = 1,

f) =2y ) =25

0 La altura de un proyectil, en metros, esta determina-
® | da por la funcién h(t) = 10t — %, para un tiempo
determinado de t segundos.

a. Identifica las variables dependiente e indepen-
diente.

b. Completa una tabla de valores y traza la grafica
de la funcion.

c. Identifica el dominio y el rango de la funcién.

d. ;Cual es la altura que alcanza el proyectil a los
siete segundos?

Funciones crecientes y funciones decrecientes

Corhunicacion

e Identifica los intervalos donde crecen y decrecen las
# | funciones representadas en las figuras 5.60 y 5.61.

a. b.

. / % L )E

Figura 5.60 Fgura 561

) Realiza todas las actividades en tu cuademo

| Funciones lineal y afin

o Encuentra una funcién que cumpla con las condi-
& ciones dadas para cada caso.

‘ a. Funcion afin con constante de proporcionalidad
negativa.

b. Funcién lineal con constante de proporcionalidad
igual a 3.

¢. Funcioén afin con constante de proporcionalidad
—5, que pasa por el punto (0, 2).

d. Funcion afin con constante de proporcionalidad
1 :
5 Que corta el eje Y en el punto (0, 3).

Resolucion de sistemas de ecuaciones
Ejercitacion

e Halla la solucion de los sistemas de ecuaciones.

> 2x—3y =15 b Xtay=13
a. i
8x — 4y =—1 2x +2y =26
e e —xo=yr=y
. d.
2x+ y=—45 x+2y=-—19

4x —8y=—14
e
Ix—dyp==7

x+y=0
=x-8y=7

{
3
{

M= h
& 2x — 3y =—45

Resolucion de problemas

o Determina los sistemas de ecuaciones para cada si-
@ tuacion y halla su solucion.

a. A un concierto asisten 150 personas entre hom-
bres y mujeres. Los hombres pagan $ 56000 y las
mujeres |la mitad. La taquilla recolecta $ 5880000,
;Cuantos hombres y cuantas mujeres asistieron al
concierto?

b. Dos nimeros suman 90. Si se divide el mayor
entre el menor, el residuo es 6 y el cociente es 3
;cuales son los dos nimeros?

¢. En una tienda se pagaron $ 84 100 por camisetas
y pantalonetas. Se sabe que dos camisetas y tres
pantalones cuestan $ 35000. ;Cudl es el precio de
cada camiseta y de cada pantalén?
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Seguir un método

El contador de una fabrica estima que la funcién que
determina el costo de produccion de x articulos, en do-
lares, es:

2y — 600x = 240

¢A cuanto equivalen los costos fijos de produccion?

;Qué informacion te da el enunciado?

;Qué debes hallar?

Lleva la funcién ala formay = mx + by calcula el cos-
to cuando no se ha producido ningln articulo.

De la ecuacion correspondiente, deduce cudl valor
toma my cudl valor toma b.

2y — 600x = 240

2y = 600x + 240

_ 600x + 240
Y 2
y = 300x + 120

m =300y b = 120
Cuando no se han producido articulos, x vale cero.
y =120

Los costos fijos de produccion equivalen a 120 délares.

Verifica que el costo de producir 25 articulos equivale a
7620 dolares.

Realiza todas las actividades en tu cuaderno

Aplica la estrategia

La expresion 3y — 450x = 660 corresponde a
la funcion que determina el nimero de metros
cubicos de agua en un tanque en época de llu-
via. Si x representa el nimero de dias, ;qué can-
tidad de agua habra en el tanque luego de diez
dias de lluvia?

a. Comprende el problema

Resuelve otros problemas

La funcion fix) = 200x + 150, con x como dias,
sefala la cantidad de peces en un cultivo de tru-
chas. Cuando se observa el cultivo en un lapso
de tiempo de 8 a 15 dias, ;como cambia el nu-
mero de peces?

Formula problemas

Inventa un problema que incluya la informacion
de la Figura 5.62.

Y

B

&)

Figura 5.62

Enriquece tu vocabulario

+ ;Cudl de estas palabras no tiene relacién con
las demas? Explica por qué.
lgualacion - Créfico -  Reduccion

Sistemna de ecuaciones




Evaluacion del aprendizaje

Concepto de funcion. Funciones crecientes y

decrecientes i

Comunicacion

o Observa las graficas de las funciones g y f de las fi-

o | guras 5.63 y 564, y describe los mtervalos en las que
crecen y decrecen. CTIVIDAD DE REFUS

Figura 563

Fsgi_:s'h S04

Madelacion

0 En un supermercado se disminuyen los precios de
o | los articulos de la seccion de lacteos en un 10%.

Designa con x el precio de un articulo antes del des-

cuento y con y el precio del mismo artlcuio despues

de la rebaja.

a. Completa la Tabla 5.23, seglin la informacion.

4000
3600

1200 1900 5000

1530 1710

Tabla523 |
b. Escribe la funcion que representa la situacion.
c. Realiza la grafica correspondiente a la funcion.

Funcion lineal y funcion afin
Res
o La funcion f(x) = 4x + 9 representa la variacion del

# | capital inicial (en millones de pesos) de una empresa ‘

con x anos de funcionamiento. ;Estas aflrmaaones
son verdaderas o falsas? VERDADE]

olucion de problemas

|
g " % |
a. La funcion no es lineal y 4 es la pendiente.

b. El capital inicial fue de nueve millones. ‘

¢. La pendiente de la recta es negativa. ‘

o Un deportista ingresa a un gimnasio. La inscrip-
& cion tiene un costo de $ 45000 y la mensualidad de
S 75 000. .OLUCION DE PROBLEMA
a. Identifica la funcién y calcula la inversion realiza-
da el primer afio.

b. Si una persona se inscribe y paga siete meses de
mensualidad por adelantado, jcuanto paga en
total?

Pendiente y ecuacion de la recta
Ejercitacion
o Calcula la pendiente de cada recta. Luego, encuentra

& su ecuacion considerando los puncos que pertene—
cen a ella. ACTVIDAD DE REFUES

(=2, 4} (3, 4)

Razonamiento

o Determina el conjunto de los valores que debe to-
& mar a para que la recta que pase por los puntos
(—2,3) y(a, —8) siempre tenga pendiente negativa.

Comunicacion

o Relaciona cada representacion grafica con la des-
& Cripcion de su pendiente.

d r|

¥ ¥
o X ] X
Figura 5.67 Figura 5.68
Pendiente Pendiente Pendiente Pendiente
cero indefinida negativa positiva
[ ia Cl. ¥
2
Q 4 =] X bt}
=
=3
b4
B
©
Figura 5.69 Figura 5.70 2
5
g
2
=
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Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
Razonamiento
o Elige el nimero de dos cifras en el que la suma de

& estos es 7y cuando se invierten sus cifras, el nimero
se incrementa en 27. :

25 b.52 .34 d. 43
Ejercitacion
. X —y =2
o Traza las rectas del sistema Y
& decide si se cortan. —6K — 2= 4

Comunicacion

@ Completa este esquema que resume las clases de sis-
& temas 2 X 2 de acuerdo con sus soluciones.

Clases de
sistemas

2X2
Incompatible

Razonamiento

0 Selecciona la opcion correcta con respecto a la solu-
- ; —5 =-6

* (i6n del sistema 4

4x — 0y = —12

.. Es el punto de coordenadas (2, 2).

0. Tiene infinitas soluciones, pues las ecuaciones co-
rresponden a rectas paralelas.

Tiene infinitas soluciones, pues las ecuaciones co-
rresponden a la misma recta.

<l No tiene solucion, pues las ecuaciones correspon-
den a rectas paralelas.

Resolucion de problemas

@ Pablo compré un balén de fltbol y dos pelotas de
& tenisy pago en total $ 55000. Andrea compré en la
misma tienda tres balones de futbol y una pelota de
tenis por lo que pagd en total $ 90000. Si Lina va a
la misma tienda y quiere comprar cinco balones de
fatbol y ocho pelotas de tenis, jcuanto debe pagar?

Realiza todas las actividades en tu cuademo |

Razonamiento

@ Califica como verdadera o falsa cada afirmacion.

1. Todos los sistemas de ecuaciones tienen una solu-
cién Unica.

b. Existen sistemas de ecuaciones 2 X 2 cuya solucion
son todos los puntos que se hallan sobre una recta.

Un sistema de ecuaciones puede tener dos solu-
ciones.

Ejercitacion

0 Completa los determinantes que permiten solucio-

* —5+3y=1

K=y =3

nar el sistema de ecuaciones

Resolucion de problemas

@ Joaquin tiene $ 120000 en 33 billetes de $ 5000 y de

#& $2000.;Cuantos billetes son de $ 5000 y cuantos de
$2000?

@ Determina la medida de dos dngulos si son suplemen-

# tarios y,ademas, la diferencia entre ellos es igual a siete
veces el angulo menor.

@ Determina el monto del capital invertido por un

#& cliente de un banco, si se sabe que parte del capital
esta al 4% de interés mensual, y la otra parte esta al 5%
mensual y de esta manera recibe $ 110000 de intere-
ses cada mes. Ten en cuenta que si hubiese hecho la
inversion al contrario, recibiria $ 50000 mas.

Sistemas de inecuaciones de primer grado

Modelacion

@ Determina el sistema de ecuaciones que relaciona la
& region sombreada.

¥
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’ Funcion cuadratica. Representacion grafica

Saberes previos

nejd
de b

Pensamiento variacional

El sa

cribe como es el salto de un co-

o el lanzamiento de un balén
aloncesto dirigido hacia la ces-

ta. ;Qué otros movimientos cono-
ces que sean similares a estos?

Ito de cierta rana se puede mo-

. delar mediante la funcién:

Don
: seg

.{_C

h(t) =2t — t?
de t es el tiempo medido en
ndos y h la altura en metros.

uanto tardara el salto de la

rana? ;Cual es la altura maxima

e alcanza la rana en ese salto?

x flx)
=& | =18
== —4
0 —2
2 —4
4 —10
Tabla 62
¥
+2
; %
na. G ot
'i..—a, -10) | @, - 10)2“'\

En la Tabla 6.1 se muestra la altura del salto de la rana en cinco momentos
distintos.

t 0 05 1 1.5 2
h(t) 0 0,75 1 0,75 0
Tabla 6.1
Seglin los datos, la rana esta en el piso cuando t = 0y t = 2, pues su altura es 0
en ambos instantes. Es decir, h(0) = 0y h(2) = 0. El instante t = 0 corresponde
al momento de iniciar el salto, y el instante t = 2 correspondera al instante en

que la rana vuelve al piso después de haber saltado. Esto significa que el salto
tarda dos segundos.

Por otra parte, la maxima altura que alcanza la rana corresponde al mayor valor
de h(t) registrado en la tabla: 1. Por esto se deduce que la mayor altura que
alcanza la rana en este salto es de 1 m.

Muchas situaciones son modeladas mediante funciones que involucran el
cuadrado de una variable. Este tipo de funciones se denominan funciones
cuadraticas.

Una funcién cuadratica es de la forma f(x) = ax* + bx + ¢, donde g, byc
son numeros realesy a # 0.

1.1 Representacion grafica de una funcion cuadratica

La representacion grafica de la funcion cuadrética f(x) = ax’ + bx + ces una
parabola que se caracteriza por tener los siguientes elementos.

» Vértice (V): punto donde la parabola alcanza su punto méximo, sia < 0, 0
su punto minimo, sia > 0.

» Cortes de la parabola con los ejes coordenados (ceros de la funcién): pun-
tos donde el valor de la funcién es 0. Las coordenadas de los puntos de corte
con el eje X son de la forma (x, 0). En estos casos, el valor de x se halla resol-
viendo la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0.

* Eje de simetria: recta paralela al eje Y, que pasa por la coordenada x del vér-
tice de la parabola.

» Concavidad: una parabola es concava hacia arriba, si g > 0, 0 es cdncava
hacia abajo, sia < 0.

q Eiemplo 1

; g 1
Para representar graficamente la funcién f(x) = — ?XE — 2, se puede

completar una tabla de valores como la Tabla 6.2, asignando valores arbi-

trarios a la variable x. Luego, se representan en el plano cartesiano. Como la

funcion esta definida para cualquier valor real, al trazar la curva se obtiene
_la Figura 6.1.
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1.2 Funciones de la forma f(x) = ax?

Una funcién definida por la expresion y = ax?, con a # 0, se conoce como
funcién cuadratica con vértice en el origen.

El vértice de la parabola que describe la funcion f(x) = ax’ es (0, 0); el eje de
simetria de esta parabola es el eje Y.

g Ejemplo2

Se puede determinar la variacion de las gréficas de las funciones cuadraticas
de laforma f(x) = ax?, analizando el resultado para los distintos valores de a.

» Sia>1,lagraficade la funcion es una contraccion de la grafica de la funcion

fix) = x%.Si10 < a <1,lagrafica de la funcion es una dilatacion de la grafica
de la funcion fix) = x%

En la Tabla 63, las parabolas representadas son flx) = x’, gix) = 2x y
paraa > T,y fix) = X%, g(x) = 05x 'y para0 <a <1
=k 0<a<1
i Y f | ¥
I“. I". .."'l /
‘." I-I ,.'"
\\I '-_IIII f IJ"’I \\\ g Y d
N+ A e
N\ NP~
(o] 1 X o] 1 X

Tablac 3

« Cuando a < 0, las graficas de las funciones se obtienen reflejando las grafi-
cas de los casos anteriores con respecto al eje X, como se ve en la Tabla 6.4.

g=—1 —1<ag<0
% . x % 1 X
7T 77 N
'/ AN pd GO

. labla ¢4

1.3 Funciones de la forma f(x) = ax* + ¢

La parabola que describe la funcién f(x) = ax* + ¢ es una traslacion verti-
cal de c unidades de la parabola f(x) = ax’. Esta traslacidn es hacia arriba si
¢ > 0y hacia abajo si ¢ < 0.

El vértice de la parabola f(x) = ax’ + ¢ esta ubicado en el punto (0, ¢) y el eje
de simetrfa es el eje Y.




Pensamiento variacional

| ) Funcion cuadratica. Representacion grafica

1.4 Funciones de la forma f(x) = ax* + bx + ¢

La funcion de la forma f(x) = ax* + bx + ¢ es una funcion cuadratica en
la cual g, b y ¢ son diferentes de 0.

La funcion f(x) = ax* + bx + ¢ puede llevarse a una de las formas:

fix) =alx — hYoflx) =alx — hy + k
« Si la funcién es de la forma f(x) = a(x — h)? el vértice de la parabola es el

punto (h, 0) y el eje de simetria es el eje Y.

« Si la funcién es de la forma f(x) = a(x — h)? + k, el vértice de la parabola es

el punto (h, k) y el eje de simetria es la recta x = h.

o Ejemplo 3

“

q ciemplo 4|

A

Eje

Raz

(-2,00 o 2

-

La funcion g(x) = x* — 6x + 9 se puede expresar como g(x) = (x — 3)?, por
lo tanto, su vértice es (3, 0). Ademas, su grafica se obtiene trasladando hori-
zontalmente la pardbola f(x) = x* tres unidades a la derecha.

La funcion h(x) = x* + 4x + 4 se puede expresar como g(x) = (x + 2)?, por
lo tanto, su vértice es (—2, 0). Su grafica se obtiene trasladando horizontal-
mente la parabola f(x) = x% dos unidades a la izquierda (Figura 6.2).

3.0 X
Figura 6.2 - s
itividades de aprendizaje
rcitacion

Identifica cudles de las siguientes expresiones pue-
den representar una funcién cuadratica.

a. fix) = —16x* + 14x + 10
b. flp) = 16p* + 14p* + 12
c. fln) = —025n* — 0,5n + 1
d.fix) = —6x + 1

e. f(t) = —4t — 5+ 328

onamiento

Escribe cada una de las siguientes funciones en la
forma f(x) = ax* + bx + c. Luego, identifica los va-
lores correspondientes de a, b y c.

a. fix) = 4x + 10 — 16x°
b.fix} = —6x+ 5+ ¥
c. fix) =x+ 10 — 6x
d. j(3) = —2 + 5 —4x

Comunicacion

o Escribe la ecuacion del eje de simetria de cada para-
1 bolay las coordenadas del vértice.

¥
a.
24
i X
G 11
Figura 6.3
Y
b Bl
: X
O T
Figura 6.4
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Comunicacion

o Elabora las graficas de las funciones cuadraticas de
A cada grupo en un mismo plano cartesiano. Explica
sus diferencias y semejanzas.

LSO = 2¢ g = —2x¢°

ﬂn=-%f glx) = 2¢

fx) = 2% g(x) = 3¢ h(x) = 4x?
L) =—2¢ g =3¢  h(x) =—4

o Determina la ecuacion de la funcién cuadratica que
& define cada tabla de valores.

X =32 = 0 1 2
y 1 — 2 —3 —2 1
abla 65
X —32 i 0 1 2
| A | L
4 2 2 2 2 2

Tabla 66

o Lleva cada funcién a la forma fix) = a(x — h)? + k.
@ Luego, escribe las coordenadas del vértice de la pa-
rabola que la representa.

f)=x"+2x+3
b.flx)=x—2x+5
cflxy=32+6x+4

Resolucion de problemas

o El movimiento de una pelota puede expresarse me-
@ diante la funcién flx) = —5x* + 20x + 10, donde
x representa el tiempo en segundos y f(x), la altura

en metros.

1. Representa graficamente la funcion f(x).

+ i{Qué significa que la grafica tenga un punto
maximo o minimo?

¢ ;Qué altura alcanza la pelota al transcurrir dos
segundos desde el inicio del movimiento?

@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

o El movimiento de cierta particula esta determinado
@ por lafunciénf(x) = x* — 4. Su trayectoria se mues-
tra en la Figura 6.5.

/’/
o

/
\V/

:Qué coordenadas tiene el punto mas bajo
que alcanza la particula?
:En qué puntos la trayectoria corta a los ejes?

Evalvacion del aprendizaje

o Observa la Figura 6.6. ;Qué tipo de transforma-
& cidn sufrié la parabola a para obtener la pardbola
b? Determina las funciones que las describen.

\.\\IIIII\ Y//r
= ; /

/

§f X

|
I
ok N

S~ Figura 66

-~

La trayectoria de cierto satélite se ajustaa la grafica

& delafuncion f(x) = 6x' — 12, donde x representa
el tiempo en dias y f(x) el recorrido en kilémetros.
iCuantos kildmetros habra recorrido el satélite al
cabo de diez dias desde su lanzamiento?

El nivel y de contaminacion de un rio esta dado
por la funcion y = —8x? — 16, donde x represen-
ta el tiempo medido en horas. ;A qué hora del
dia el rfo se encuentra mas contaminado?

» ;Qué acciones puedes tomar para evitar que se
sigan contaminando lo rios?
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Saberes previos

Rep
cion

esenta graficamente la fun-
y = 3x? — 3. ;Cudles son los

puntos de corte de la grafica con

los ¢

jes?

N Analiza |
Una
: sefia
: prog
a7

compafifa de alimentos di-
una caja para empacar sus
uctos con un volumen igual
dm’. Sus dimensiones estan

. representadas en la Figura 6.7.

\./

Figura 6.7

¢ » Encuentra las dimensiones de la

a en decimetros.

Obtencion de los ceros de una funcion
cuadratica

El volumen V(x) de una caja se halla multiplicando sus tres dimensiones, en-
tonces para la situacion V(x) = 4x* + 12x — 72.

Para hallar las dimensiones de la caja es necesario determinar los ceros de la
funcion cuadrdtica V(x) que corresponden a los valores de x para los cuales
4x* + 12x — 72 = 0. Como en este caso no es practico recurrir a la factoriza-
cion, se utiliza la formula general para resolver ecuaciones cuadréticas, asf:

En la ecuacion 4x* + 12x — 72 = 0,a = 4,b = 12y c = —72, por lo tanto:

2 J12=4-4-(-72)  _34q
2-4 =A==

X= :>x1=30x2=—6

Al considerar las condiciones del problema, se deduce que la respuesta vélida es
x = 3,de modo que las dimensiones de la caja son: 3 dm, 6 dm y 4 dm

La formula general para encontrar los ceros de una funcién cuadratica de
la forma ax® + bx + ¢ = 0, con g, b y ¢ nimeros reales, es:

b —duc

X—
2a

o Ejemplo 1
Observa como se aplica la formula general para hallar los ceros de la funcién
asociada a la ecuacion x> — 2x — 960 = 0.

Comoag =1,b= —2yc = —960, entonces:

~(-2) (-2~ 4()(-960) 2% Ja¥30 2+ 6
2(1) 2 2
2+ 62 2 —

T=32};X2: =

X =

=>X1=

2.1 Discriminante de una ecuacion de segundo grado

La expresion b* — 4ac recibe el nombre de discriminante. Es el valor que
determina el tipo de ceros de la ecuacion de segundo grado.

Dada la ecuacion de segundo grado ax* + bx + ¢ = 0, con a, b y ¢ nimeros
reales, se consideran los siguientes casos:

» Sib? — 4ac = 0, la ecuacion tiene una Unica solucion real.
o Sib? — 4ac > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales.

e Sib?* — 4ac < 0, la ecuaciéon no tiene soluciones reales.

IMATEMATICAS © EDICIONES SM
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8 cicrpio 2|

@ Realiza todas las actividades en tu cuademc_]

Observa como se determina el tipo de soluciones de las ecuaciones cuadra-
ticasx’ + 6x +9=0,3¢ + 5x + 6 = 0y 2 + 5x — 3 = 0, analizando su

discriminante.
« El discriminante de la ecuacion x> + 6x + 9 = 0 es:
b’ —d4ac=6"—4-1-9=0
Por lo tanto, la ecuacion tiene una tnica solucién real.
« El discriminante de la ecuacion 2x* + 5x — 3 = Qes:
b’ —4gc=5—4-2-(—3)=49
Como 49 > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales.
» El discriminante de la ecuacion 3x* + 5x + 6 = O es;
b’ —4ac=5"—4+-3:6=—47
Como —47 < (, la ecuacion no tiene soluciones reales.

Ejercitacion
o Resuelve las siguientes ecuaciones usando la férmu-
w la general para resolver ecuaciones cuadraticas.
XX+ 3x—10=0
b.xX*—3x—4=0
C =X —=gg=32 =0
d =3 — p=~4
L (x+2P2+1=0
f x—=3F—4=10
g. —05¢ +2x+15=0
h.15x¢¢+2x=20
x+2x—3)=6
P+ DXx—5 =16

Razonamiento
Determina el tipo de raices que tiene cada ecuacion

# estudiando su discriminante. Luego, resuelve aque-
llas que tengan solucion o soluciones reales.

2.8 —5+1=0 x(2x — 3) = 20
X +x+2=0 d x—2¢=28
.2k —2=0 . -3—x+1=0

Resolucion de problemas

o El largo de una sala rectangular es 3 m mayor que el

® ancho. Si el ancho aumenta 3 m y el largo aumenta

2 m, el area se duplica. ;Cudl es el area original de la
sala?

o Un nlmero entero es tal que el cuadrado del an-
& tecesor de su doble es equivalente al cuadrado del
numero aumentado en 5. ;Cual es el nUmero?

 Evalvacion del aprendizaje

0 Examina la Figura 6.8 y determina la ecuacién
& cuadratica asociada a la parabola. ;Cuéles son los
ceros de la funcion?

\ i /
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’ Funciones polinomicas. Representacion grafica

eres previos

ones:
=5

)= —2x+1
Y=gt St 1

a funcion:
Hx] =8¢+ 5¢— 3 —2

L1Ales son sus caracteristicas?

¥

2 la grafica de las siguientes

ué clase de funcion es f(x)?

: X
Figura 69
Y
0,54
X
0,5
Figura 6.11

3.1 Funciones polinomicas de tercer grado
La expresion algebraica de la funcion f(x) es equivalente a:
fix) = —=3%+52+8—2

Esta expresion es un polinomio de tercer grado, porque 3 es el mayor exponente
de la variable x y corresponde a una funcién polinémica de tercer grado.

Se observa que f(x) esta definida para cualquier valor real, por lo que D(f) = R,
Ademas todo x tiene una imagen a través de f en el conjunto de los nlmeros
reales, esto significa, que es una funcion continua tal que R(f) = R, como se
muestra en la Figura 6.9.

Una funciéon polindmica de tercer grado o ctbica es de la forma:
fix)=ax*+ bx’* +cx+dcona,b,cdrealesya # 0
+ El dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales.

« La funcién es continua en todo su dominio.

gl Eiemplo 1 v
En la Figura 6.10, se puede veri- i
ficar que la funcidon polindmica X
flx) = —x* — 4 es continua. Su do- Q 1

minio y su rango coinciden con el

conjunto R. \

Figura 6.10

3.2 Funciones polindmicas de cuarto grado

Una funcion polindmica de cuarto grado o cuartica es de la forma:
fix) =ax" + bx* + o + dx + e, cona, b, ¢ derealesya # 0
« El dominio de la funcién es el conjunto de los nimeros reales.

« La funcidn es continua en todo su dominio.

8 Giemplo2

Para representar la funcion f(x) = x* — x* es necesario determinar los puntos
de corte de la grafica de la funcidn con el eje X Esto es:

X=X=xXx—1=0=2x=0x=1yx=—1
También resulta atil calcular algunos pares adicionales de valores de funcién,
con lo cual se completa una tabla como la siguiente.

1 1 1 1
g L 2 4 ¢ 4 3 !
3 15 3 15
) g 16 256 ¢ % | ~ 56 .

Al representar estos puntos se obtiene la grafica de la Figura 6,11, 12bla67

~

MATEMATICAS © EDICIONES SM



Pensamiento variacional

MATEMATIC &5 ©) EDICIONES SM

Actividades de aprendizaje

@ Realiza todas las actividades en tu cuademoJ

Ejercitacion

o Completa una tabla de valores para representar
@ cada funcién clbica.

a. fix) =2 b fx)y=2-—x
cfo)=x=-3  dfx)=-30+2
o Representa las siguientes funciones cudrticas.
¥ o flx)=x b. fix) = 2
cfix)y=x*+1 d fix)=2x—3

o Haz un bosquejo de la grafica de cada funcion poli-
& nomica, presentada de forma factorizada.

2 ) = (= x + 2)

b.m(x) = (x — 1)¥(x — 3)

¢ tx) = $x(x = 5F

d. pix) = & = 3x -+ 23 —2)
X)) = (2x— 1)x + 1)(x + 3)

Razonamiento
o Ten en cuenta las siguientes funciones polindmicas.
> fx)=—=x+ xyglx) =x + x

a. Construye una tabla de valores y realiza las grafi-
cas correspondientes.

b. Describe el dominio.
Determina el recorrido.
d. Encuentra los cortes de la grafica con los ejes.
. Estudia la simetrfa.
{. Estudia la continuidad.

2. Analiza los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la grafica.

1. Encuentra los maximos y los minimos.

o Elabora las graficas de las funciones en un mismo
& plano cartesiano. Luego, responde las preguntas.

y=xy=xy=xyy=xpara—1=x=1

1 (A qué se asemejaria la graficade y = xen
este mismo intervalo?

0. ;Qué se podria decir acerca de y = x'*7?

®
Resolucion de problemas

o Relaciona cada funcién polindmica con su grafica
® correspondiente.

L P(x) = x(x* — 4)
b.QX) = —X(x* — 4)

y |ty

¢ Rx)=x"+2¢
d. T(x) = —x+ 2¢

Yk of |

Figura 6.12 Figura 6.13
¥ Y
/\ A‘
=] I
| i X Of\ 1 X
4 3
Flgura 6.14 Figura 6.15

Evalvacion del aprendizaje

0 Se construye una caja abierta de una pieza de car-
& ton de 20 cm por 40 cm cortando cuadros de lon-
gitud lateral x de cada esquina y doblando hacia
arriba los lados, como se observa en la Figura 6.16.

Figura 6.16
2. Expresa el volumen V de la caja como una fun-
cion en términos de la longitud x.
1. ;Cudl es el dominio de V?

Realiza una grafica de la funcién V'y empléala
para estimar el volumen maximo de la caja.

\ I—




1, Funciones de proporcionalidad inversa

v 5 o i 1
La ppblacion de una bacteriasere-  En |a grafica de la funcién flx)= ~ seobserva que:
duce a la mitad cada dia. Si al iniciar

el estudio habian 1000 individuos,

laciona

» Cuando x aumenta en el intervalo (0, ), la funcién f(x) decrece acercandose

S | ooy men al eje X pero sin intersecarlo.
;cual serd la poblacion al cabo de o _ ) _
e ;épt'mo dia?p » Cuando x disminuye en el intervalo (—2, 0), f(x) crece acercindose al eje X
[ = = oo
@ pero sin intersecarlo.
E Este tipo de funciones son llamadas funciones de proporcionalidad inversa.
5 [N Analiza_ , k T -
S Las funciones de la formay = 5 denominan funciones de proporciona-

En (&t Figura 6117 seaibsenva la gra lidad inversa. Sus gréficas son curvas llamadas hipérbolas.

*cadela funcion f(x) = 1, . , I
: ® Algunas propiedades de las funciones de proporcionalidad inversa, son las

siguientes.
« Su dominio y su recorrido coinciden con R — {0}.
» A medida que x se aleja del origen, por la izquierda o por la derecha, los

X valores correspondientes de y se aproximan a 0, si x se acerca al origen, los
25 ol | valores correspondientes de y se alejan de 0.

* Sik >0, la funcién es siempre decreciente, y si k < 0, es siempre creciente.

gl Eiemplo 1

Las graficas de las funciones f(x) = % yglx) = _74 de las figuras 6.18 y 6.19,

: Figura 6.17

-« Estudia el comportamiento de la

. furjcion f{x) cuando x toma valo-
res|cada vez mas grandes y cuan-

se obtuvieron a partir de los valores registrados en la Tabla 6.8.

El dominio de estas funciones es R — {0}.

X f(x) g(x)

]
1
]
]
1
]
]
]
I
I
i L —4 -2 1
dolx toma valores cada vez més w &
o X iy —
pequenos. ; 2 4 2
....................................... : 5 1 -3 4
: o2 X 6 No No
- existe existe
: 1 8 —4
o : 2 4 -2
! Fioura 6.18 Figura 6.19
y=_£ " 1gu LA rigura o 3 2 =3
2 % T Tabla 6.8
@] % Bl Ejemplo 2
! < W= 6 %
¢ Lafunciony = =g = puede expresar como sigue:
: =
' X—6 _ x—2—4 —4
e I == = =
|'SEI_EJ’36/U i y X_'2 X_z 1+ X_2
]
T | Esta expresion permite analizar que, la grafica se
e =l ] . . _ —4
e , obtiene, primero, trasladando y = s 3
— 2 ,  unidades hacia la derecha para conseguir z
of ¢ X I —4 2
| Py (Figura 6.21), y luego, desplazando °
: , esta Ultima verticalmente una unidad hacia £
; . , Figura622 &
Figurs 621 , arriba, como se puede observar en la Figura 622. B <
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Actividades de aprendizaje

@) Realiza todas las actividades en tu c-.aadernoj

Ejercitacion

o Identifica entre las siguientes funciones las que son
| de proporcionalidad inversa.

—3x _ 2
V=3 ¥ =%
] : . 4x
Y= 7 Y= 3+

x+5 G _ 12
Y= = y_y

PR, | . R
BY=5% hg =g

Comunicacion

o Representa en un mismo plano, las funciones que
A estan en cada grupo.

: ey = 3
._'..y—x y‘ _X
b :i =__2
y ¥ y g
— B = —h
Y= % y X

|"5‘5:_'.Lsr<'i 623 r'-:fi;i‘ A 624

Figura 6.25 Figura 6.26

—9

o Representa cada funcion. Considérala como el re-
# sultado de aplicar transformaciones a una funcion
de proporcionalidad directa.

Y= %= o (T
_ 5% Lo xt4
Y= x+3 CI= —6
. 1 x— 8
- x+1 =g

Resolucion de problemas

o Un rectangulo tiene una superficie de 200 m’.

< 2. Da las dimensiones de dos posibles rectangulos
que cumplan esta condicion.

b. Sisellama x a su base y y a su altura, expresa la
altura en funcion de la base.

Evaluacion del aprendizaje

o Una empresa calculd que necesitaba una super-w

& ficie de 600 m’ para almacenar sus existencias vy
decidi6 construir una nave rectangular para tal
fin. Sise llaman x y y a los lados de dicho rectan-
gulo, encuentra:

.. Los valores entre los que varfan x y y.
b. La funcién que relaciona a x con y.

- La funcién que relaciona el perimetro de la
nave con el lado x.

El consumo de sustancias psicoactivas trae con-
secuencias para la salud tales como problemas
cardiovasculares, pérdida de memoria y ansiedad.
Supén que por cada miligramo de droga en la san-
gre, se reduce la capacidad de memorizacion una
décima parte. Encuentra la funcion de proporcio-

nalidad correspondiente y construye su grafica.



’ Tendencia y asintotas de una funcion

T : 55
B T e 8rzﬁca ' t?e I'a funcion 5.1 Tendencia de una funcién
o x) ¥ — ydescribe el comporta- i ; ,
2 f _) x ) = Del analisis de la grafica de f(x) se pueden obtener estas conclusiones:
= miento de ella en valores cercanos
> 5 » Cuando x se acerca a 2 por la derecha, los valores de f(x) son menores. Cuan-
ao. N
E do x se acerca a 2 por la izquierda, los valores de f(x) son mayores.
[} s i i i i
E » La grafica de la funcion f(x) no interseca a la recta x = 2, ni al eje X.
E m Se dice entonces que f(x) tiende a —2°, cuando x se acerca a 2 por la derecha y
3 - ue f(x) tiende a +22 (0 solo %), cuando x se acerca a 2 por la izquierda.
@ - La |grifica de la funcidn que i) ( ) P 9
: =3
: = se observa en la - . , , .
: fx) =12 Una funcién y = f(x) tiende a un valor si la variable y se aproxima a ese
- Figura 6.27. valor cuando la variable x aumenta mucho, disminuye mucho o se acerca a
v un valor concreto.

| . o 2x g ;
2 | po En la Figura 6.28 se representa f(x) = T Con ella se estudiard a qué
ol 2 valor se acerca f(x) cuando x se aproximaa 1,3, +o0y —oo,

a. En primer lugar, se completa la Tabla 6.9.

x tiende a 1 por la izquierda: x — 1~ 1" «=x: x tiende a 1 por la derecha
Eioura 627 X 0,99 0,999 09999 .. 1 . 10001 1,001
: » Hag un andlisis del comporta- fo)=—=— . —0985 —0998 —0999 .. —1.. —=1000 —1001 ..

miento de f(x) cuando x tiende a

2 por la derecha y por la izquier- flx) tiende a —1 s

Por lo tanto, cuando x se acerca a 1, se verifica que f(x) tiende a — 1.

b. Al completar la Tabla 6.10, se observa que:
x tiende a 3 por la izquierda: x — 3~ 3" «~x: x tiende a 3 por la derecha

X o 292 | 2999 | 29999 |. 3 .. 300001 30001 ..

2x No esta
X)= — — -
fx) T 598 —5998 —59998 .. definido

f(x) tiendea — fix) tiende a +00 Tabla6.i0
» Cuando x se acerca a 3 por la izquierda, f(x) tiende a —c=.

- 600002 60002 ..

O\ 2

fx) = 22X « Cuando x se acerca a 3 por la derecha, f(x) tiende a +o°,

¢. Cuando se completa la Tabla 6.11, se concluye que:
Figura 6,28 F :
xtiendea —%x — —® +x e x xtiendea +x

X —% .. =100000 .. —1000 . O . 100000 . +ec

flx) = 2 . 199994 . 1994 . 0 . 200006 . 2

R=3
f(x) tiende a 2 fix)tiendea2 mblaci

» Cuando x tiende a —, se observa que f(x) se acerca a 2.
» Cuando x se aproxima a +9, se observa que f(x) tiende a 2.

P e el e e
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5.2 Asintotas horizontales

Una funcién f(x) tiene una asintota horizontal y = h si se cumple alguna de
estas condiciones.
f(x) = h cuando x - — o bien f(x) - h cuando x — +o»

Si las tendencias son diferentes, la funcion posee dos asintotas horizontales.

all Ejemplo 2
Se estima que el nimero de pizarras electronicas en los centros educativos

. . . . 000x° .
de una ciudad creceré segin la funcion p(x) = 3;(2+ 1 donde x es el nume-

ro de afios. Para determinar cual es el “techo” que se alcanzara, se divide
2

X
o 3000 58 3000
entre la expresion x* = 7 Para evaluar —— cuando x — % como
£t 1+

;:; — 0, entonces Loq{# 3000.
1+ 5

Si se observa la gréafica de la funcion p(x) en la Figura 6.29, se comprueba que,

en pocos anos, se aproximara a la recta y = 3000, es decir, que la cantidad de

pizarras electrénicas se acercara a 3 000.

~

Se dice que la recta y = 3000 es una asintota horizontal de la funcién p(x).

5.3 Asintotas verticales

Una funcién f(x) presenta una asintota vertical x = k si:
f(x) = £ cuando x — k por la izquierda o bien
fix) = £ cuando x — k por la derecha.

Una funcién puede tener cualquier niimero de asintotas verticales.

Las asintotas verticales de las funciones racionales se obtienen para los valores
de x que anulan el denominador, pero no el numerador.

o Ejemplo 3
1

En la Figura 6.30 se represento la funcion f(x) = Fq

En esta se observa que, si el valor de x se aproxima a —2 por la izquierda, la
variable y tiende a +, y si se acerca a —2 por la derecha, la variable y tiende a
—, De manera analoga, cuando x se aproxima a 2 por la izquierda, la variable

y tiende a —2¢, y si se acerca a 2 por la derecha, la variable y tiende a +oe.

Por otra parte, los valores x = —2 y x = 2 hacen que el denominador de la
funcion f(x) sea igual a 0, pero no el numerador. Con esto se verifica que di-
chas rectas son asintotas verticales de f(x).

Pizarras

3000

2000

1000




" Tendencia y asintotas de una funcion

MatemaTICS

resentacion de funciones y asintotas en GeoGebra

©
¢
.
U
g X3 -+ 6
“g? Observa como se obtiene la gréfica de la funcion fix} = 770 Y susasintotas.
o
‘5 En la barra de entrada se digita la funcion asi: (x* + 6)/(x* — 10). Los exponentes se pueden obtener haciendo
- clic en el icono [@ de la barra de entrada y luego en el exponente respectivo.
m
E €7 Gecebes : g X ¥ } (= © i
9 2o, — W WS BRSNS W
DEZENEOIE PR
b 3y Alpanr x| » m&uu. ) X
B
2
e B v b ol & 2
¥ l{poresxww
s reenien s 2
i E YAV - §]a%
LR tiD' i o«
« » €
Easa (4610 o @ ©

Al dar ENTER, en la vista algebraica aparece la fun-
cién que se digitd y en la vista gréfica la representa-
cion de la funcion, como se observa a continuacion:

e [}

en la vista algebraica:y = x, x = —3,16,x = 3,16.

Las ecuaciones de las asintotas de la funcién aparecen

B Para hallar las asintotas de la funcion, se digita en la
barra de entrada Asintota[f] y luego se da ENTER, f
es el nombre automatico que le da GeoGebra a la
funcion (ver vista algebraica).

s e
DRSSP
2 | 4

4 ] -

| . A ,,,—’/

A =
A2 )] = ® N

: Alsta Algebraica
: / Funcion
Y f(x) = :(23 +-6 -

x2—10

\ Lista

v o listal={y=x,x=-3.16,x=3,
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Pensamiento variacional

Realiza todas las actividades en tu cuaderno |

Actividades de aprendizaje &
Razonamiento Resolucion de problemas
< L x - I L X” - 3X
o Determlna2§ qué valor tiende la funcién o Observa la grafica de la funcion f(x) = e
¥ fx)= ——5 encadacaso. u la Figura 6.33.
iy
1. Cuando x se acerca a 3. §||
: ; X
b. Cuando x se aproxima a 5. 0
Cuando x se acercaa +,
I Cuando x se aproxima a — .
! 133
. . . L. x4+ 2
Indica a qué valor tiende la funcion fix) = —=, s ,
e . ividir el numerador entre el denominador, resulta:
? i =562 Al dividir el d Id dor, result
en los siguientes casos.
f) = L ks SPEYOR S
.. Cuando x se aproxima a 4. x+1 L
b. Cuando x se acerca a 0. A medida que x tiende a £ se verifica que S ——
¢. Cuando x se aproxima a +, se acercaa 0. Por lo tanto, la gréfica de la funcion f(x)
T ——— seacercaalarectay = x — 4.Sedice entonces que la
rectay = x — 4 es una asintota oblicua de la fun-
. ; : - =3 g
o Explica a qué valor tiende la funcién f(x) = _X2+_1x) cion f(x).
A cuando x se aproxima a los valores dados. Una funcion puede tener, a lo sumo, dos asinto-
ol b.2 tas oblicuas: una, cuando x — +%, y otra, cuando
X — —C,
., o0 d. —oo
Ejercitacion Halla todas las asintotas de estas funciones.
s : , i —2x3
©) tncuentra las asintotas horizontales y verticales de e ok I8 p, S S
oo . 24 T+ 1 X¥o—4
u las siguientes funciones.
2x° : 4x3
.y:% ?.y:%ﬂ X —x—6 ToxX—x—6
B4 o 252 Evalvacion del aprendizaje
V= =« ™ J— g
‘ , L o Calcula las asintotas de las funciones dadas.
o Relaciona cada funcion con la grafica que le &
. corresponda. L = 4 b.ij = —2
x—32 4x + 3
X ; 1—x 3
o e 1 DY = cy= —= dy=-2%X_
o e X1 (., X+ 12
y | Y el e 4 )
_ o Si k y a son dos nimeros reales cualesquiera, cal-
5 2 #& cula las asintotas de las siguientes funciones.
oy % _k Dy ke
é : o 4 X y Xk g
| _ k. _ k.
2 b3 gura 6.3 G x+a ol | x+a




Saberes previos

Una
cada

la ex

Pensamiento variacional

Clav

especie de insectos se triplica
afo. Si inicialmente hay dos, x

representa el tiempo y Q(x), la po-
blacion después de x afos, jcudl es

presion que determina el nu-

merg de insectos?

da media del estroncio 90 es

. de 288 afios. La funcién que mo-

 dela
- desin
. anos|

el nimero N de nlcleos por
tegrar durante un tiempo t en
es:

T

N(t) =N, 27,

: donde N, es el nimero de nlcleos

: que
: med
§ anos
© e Sig
© de

nu

ran

hay inicialmente y T la vida
a del elemento radiactivo en

n el afio 2000 se tenfan 20 nu-
os de estroncio 90, ;cuantos
cleos por desintegrar queda-
en el aflo 20537 Elabora una

afica de la funcidén dada.

Figura 6.35

Figura 6.36

Funciones exponenciales. Representacion grafica

Para determinar la cantidad de nticleos por desintegrar en el afio 2053, se sus-
ticuye N, = 20, = 53y T = 28,8 en la funcion N(t), ast:
53

N=120-2 88 =559

Luego, en el afo 2053 quedaran 5,59 nlcleos del radiactivo estroncio 90 por
desintegrar. La grafica de la funcién N se observa en la Figura 6.34.

Cantidad de ntcleos

60 70 80

: 1 I ] :
Q  _f5. 90 . 30 _4p . 50

Figura 6.34

Las funciones de la forma y = a* donde a es un niimero real positivo distin-
to de 1, se denominan funciones exponenciales. El dominio de una funcion
exponencial es el conjunto R, y su recorrido, R*. Estas funciones son conti-
nuas en todo su dominio.

6.1 Propiedades de las funciones exponenciales

Las funciones exponenciales cumplen las siguientes propiedades.

« Sus graficas pasan por los puntos (0, 1) y (1,a), yaquea® = 1ya' = a.

¢ Siga > 1, lafuncién y = a*es creciente en todo el dominio (Figura 6.35).
« 5i0 <ag<1,lafuncion y = ag* decrece en todo el dominio (Figura 6.36).

» Para estas funciones, la recta y = 0 es una asintota horizontal cuando
x— —wsig>1ycuandox — +wsi0<g<1.

g Ejemplo 1)

Las graficas de las funciones f(x) = 2%y g(x) = G] se muestran en la figuras

6.37 y 6.38, respectivamente. Estas funciones se caracterizan porque pasan
por (0, 1), fes creciente y g es decreciente; y tienen al eje X como asintota
horizontal.

b | - /'
=

Y \ ¥
fx) = 2"
8x) =(—)
_/ ; \T‘“H-__
ol 1 X o 1 X
A Figura 6.37 Figura 6.38
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6.2 Funcion exponencial natural

La funcion de la forma y = e* es una funcion exponencial cuya base es el
llamado ndmero de Euler (e = 2,718281828...). Se denomina funcién expo-

nencial natural.

Para dibujar la grafica de la funcion y = e* se completd la Tabla 6.12 y se repre-
sentaron algunos puntos. Observa la Figura 6.39.

x fx)=¢ ¥ |I
|
=3 | #=45 ||
|
=7 e 2 =0135 /
|
-1 e'=0368 /a'
0 el =1 JII.l
1 e' =12718 y=e*
2 ¢t'=7389 e
3 es = 20’086 Tabla 6,12 O 1 X F'i‘E_E,U'J. 6.39
A continuacién se estudia como la grafica de la funcién fix) = —e 9 es

una transformacion de la funcién exponencial natural y = e*

]

]

]

]

1

1

: Funcion Transformacion

I . 3 g e
i s El signo menos en el exponente significa que la grafi-
: cadey = ¢ se refleja con respecto al eje Y.

i ’ . i - o

i - El nimero —3 indica que la graficadey = e * se
1 y [ A

; traslada tres unidades a la derecha.

1 . . " o
= ety El signo — antes de e, significa que la grafica de

: y = e~ Y se refleja con respecto al eje X.

: Tabla 6.13
! En la Figura 6.40 se observa la secuencia de las graficas obtenidas con cada
| transformacion hasta llegar ala de f(x) = —e™*%,

i

: y=e \ Y

1 \ |

I

: |

I /

] .-"J

: i

1 rd

I o

! y=e B - X

' — 1. - -

I Q

1

1

1

|

|

1

|

]

]

I

]

]
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Funciones exponenciales. Representacion gra

-
\J
t M(t)
1 2,01
2 1,35
4 0,61
5 0,41
Tabla 6.14
3 |l Cantidad (mg)
2 .
f i I t
0 1 2 3 4  tilhoras)
Figura 6.41
¥
f=10"\|[ ¥=10

Figura 6.42

6.3 Crecimiento y decrecimiento exponencial

Para analizar algunos fendbmenos estudiados en diferentes areas del conoci-
miento que siguen un comportamiento exponencial, se utiliza con frecuencia
la formula de crecimiento exponencial, dada por:

S0 = X"

En esta expresion, X es el valor inicial de la variable estudiada, t es el lapso de
variacion continua y k es la tasa de variacion.

o Ejemplo 3
La cantidad M de miligramos de un medicamento que hay en el torrente san-
guineo despues de t horas de ser suministrado a un paciente, esta dada por:

M(t) = 3e70%

Si se desea saber jcuantos miligramos estaran presentes en el torrente san-
guineo del paciente? ;después de una hora, se calcula el valor de la funciéon
M(t) parat =1 asi:

M(E) = 3670 =5 M(1) = 341 = M(1) = 2,01

El resultado anterior significa que al cabo de una hora de suministrado el
medicamento, hay 2,01 mg en el torrente sanguineo del paciente.

En la Tabla 6.14, se registraron algunos valores de la funcién y se obtuvo la
gréfica de la Figura 6.41.

.

6.4 Funcion exponencial y = 10~

La funcién y = 10* es una exponencial que describe multitud de procesos
naturales. Su dominio es R, y su recorrido, R*. Es continua y creciente en
todo su dominio.

8 iemplo |

Para representar las funciones exponenciales y = 10*y y = 107, se comple-
ta la Tabla 6.15.

X =2 = 0 i 2 3
=10¢ 107= =1 0= 1.10'=10 10°=100 10°= 1000
LE: 102 100 10
1
p=10"* 1072=10=100 10"V=10'=10 1 10_'=% 10_2:']60 10_3=1—0100
Tahla &

En la Figura 6.42 se observa que la funcién y = 10*es creciente en todo su
dominio, mientras que y = 10 *es decreciente. Ademas, la asintota horizon-
tal para las dos graficas es el eje X.

~
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Actividades de aprendizaje

Comunicacion

o Calcula las siguientes potencias. Evaluacion del aprendizaje

Yy - 027 =151 223 p —4,23 . - -
= =3 € 3 - o Realiza paso a paso la grafica de cada funcion.
247 =205 . - ‘
ST [_1 a7 # Describe su dominio, su rango y su asintota
5 3 o | 4 2 horizontal.
d = M= b. =3 —
o Completa una tabla de valores y representa las fun- y=2+1 PSR
@ ciones de cada par en el mismo plano cartesiano. c.y=3" d. y =
1 - f U
ay=3 y=§J Y=g Lp=—g
¥ = X — n —_— — 3x
b.y=6 y =6 g = g"="] y=2—e
c.y =10 = et 0 Sara esta investigando como varfa la presion at-
. & mosférica en relacion con la altura sobre el nivel
AR del mar. Como parte de su trabajo registré algu-
o Determina si cada proposicion es verdadera o falsa. nos datos en la Tabla 6.16.
’ 2. El dominio de todas las funciones exponenciales B
con base 10 es R. Altura | Presion
(m) (mbar)
b. La tnica asintota de la gréfica de la funcion 100 980
y=10"eselgje Y.
1100 882

La grafica de la funcion y = 107 se obtiene des-
plazando siete unidades a la izquierda la grafica 2100 790
de la funcién y = 10~

3100 718 -

Resolucion de problemas Tabla 6.16

o Representa las siguientes funciones exponenciales. - ,
Ella propuso el siguiente modelo para determinar

Ay =2 b,y =4 la presion, p, a una determinada altura, h.
h
( y.—_SX ' y:7x pu,kmou
Ly = 1 i fy= 5 d a. Utiliza los dos primeros datos de la tabla para
6 2 determinar los valores aproximados de p, y k,
o 3 seglin la propuesta de Sara.
YT 0 AT

0. Sara solo considerara valido el modelo si los
Ly=—2" p ¥y = —g* otros dos datos se desvian menos del 1% del
valor predicho para ellos seglin su propuesta.

o El elemento radiactivo carbono 14 se utiliza para iDebe considerarlo valido?

| determinar la antigliedad de ciertos fésiles. Si el car-
bono 14 decae a una velocidad de 0,012% anual, y ¢ Calcula la presion, segin el modelo de Sara, a
un hueso animal tenfa originalmente 20 gramos de una altura de 4100 m.
carbono 14 hace 2000 afos, jcual es la cantidad de
carbono 14 que tiene en la actualidad?
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Pensamiento variacional

: « Cpnstruye la grafica de la funcién
N y determina qué significado
tiene ser creciente o decreciente.

Caleula los siguientes logaritmos:

. Para cierta poblacion de células, el
. cregimiento N en un tiempo t esta
. dado por la expresion:

N = 4log,(1 + t)

La gréfica de la funcion N = 4log (1 + t) se observa en la Figura 6.43. El domi-
nio de la funcién es [0, %) porque el tiempo es siempre una magnitud positiva,
La funcién es creciente, lo cual significa que la cantidad de células aumenta a

medida que pasa el tiempo.

I

La funcion fix) = log,x, con a # 0, denominada funcién logaritmica asocia
a cada nimero real positivo x el valor de su logaritmo en base g, log_x.

i Funciones logaritmicas. Representacion grafica

Figura 6,43

7.1 Propiedades de las funciones logaritmicas

+ Su dominio se encuentra formado por los nimeros reales positivos, y su re-
corrido, por todos los niimeros reales. Son continuas en todo su dominio.

« Sia > 1, la funcion es negativa para valores de x menores que 1y positiva
para valores de x mayores que 1, siendo creciente en todo su dominio.

« Sia <1, lafuncién es positiva para x < 1y negativa para x > 1, siendo de-
creciente en todo su dominio.

« Tienen como asintota vertical la rectax = 0.
+ Siempre pasan por los puntos (1,0) y (a, 1).

8 Eiemplo 1

—1
0
0,01
0,1
1
10
100

-

y = logx
No definido
No definido

log001 = —2

=
0

log10 =1
log100 = 2

La funcién y = log x, cuya base es 10, es una funcién de la forma y = log_x para
a>1yy=log, xloesparaa < 1.En la Figura 644 se presentan sus graficas.

y = log, x
No definido
No definido

log,,; 0,
0

log,,001 =2

1=1

log,,10 = —1

2

Se observa que y = log x es creciente en todo su dominio, mientras que
y = log,, x es decreciente en todo su dominio.
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7.2 Logaritmo natural

El logaritmo que tiene por base el nimero e se denomina logaritmo nepe-
riano o natural, y se representa como In x.

Inx =log, x=y e =x

La funcion f(x) = In x asocia a cada ndmero real positivo x el valor de su loga-
ritmo neperiano In x.

g Eiemplo 2 ’

En la Tabla 6.18 se registraron algunos valores de la funcion y = In x.

x y=Inx X y=lnx Fo.
=] No definido 2 In2 =069 | r
0 No definido 2718.=¢ ne=1 0 |

01 In01=—230 10 2,30

1 0 100 461

Al representar estos valores en el plano cartesiano, se obtiene la grafica de la
_ Figura 6.45. Allf se observa que la funcion es creciente en todo su dominio.

q Eiempo3 |

En la Tabla 6.19 se describen las transformaciones aplicadas a la funcién

y = Inx para obtener la de la funcién y = —In(x + 2) — 3.
Funcién Transformacion
El nimero 2 indica que la graficade y = Inx se
= | =3 . .
el traslada 2 unidades a la izquierda.
W WY El signo — antes de In_, significa que la gra\_flca de
y = In(x + 2) se refleja con respecto al eje X.
El nimero —3 indica que la grafica de
y=—In(x+2)—3 y= —In(x + 2) se traslada tres unidades hacia

abajo.

Observa la secuencia de las transformaciones en la Figura 6.46.

| ¥ X In{x e
1 ——— ) =Inx
|/ o1/
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Funciones logaritmicas. Representacion grafica

I
I
I
I
i
]
]
]
]
I
]
I
I
I
I
I
I
I
I
i

P - -

7.3 Relacion entre las funciones exponenciales

y logaritmicas

Las funciones f(x) = ey g(x) = Inx son reciprocas o inversas y sus graficas
son simétricas con respecto a larectay = x.

§ iemplo 4|

Las graficas de las figuras 6.47 a 6.49, muestran la relacion que existe entre las

funcionesy = e*y y = Inx.

y s 14 i3l
y=1Inx
A 9] f X o /1 X
O| 1 X | y=Inx
y=x | ¥
1%
A Figura 6.47 Figura 6.48 Figura 6.49

Las funcionesy = 10"y y = logx son reciprocas o inversas Yy, en consecuen-
Cia, sus graficas son simétricas con respecto a larectay = x.

y=10"yy = logx.

En las figuras 6.50 a 6.52 se observa la relacion que existe entre las funciones

Y| i ¥ /' 7
1 X = | # { =
y=10 y = log x gt s lea X
o[/ X 0|/ X
. y !/
o[ i X i |
}‘l |
Figura 6.50 Figura 651 Figura 652

La funcion exponencial y = a*(a > 0,2 # 1) es la reciproca de la funcién
Iogan‘tmlcg de la misma base, y = log,_x, por lo que sus graficas respectivas
son simétricas con respecto a la rectay = x.

Las funciones y = 2*y y = log, x son reciprocas. Sus gréficas son simétricas
respecto a la recta y = x y se observan en la Figura 6.53.

~

y = log, x

Figura 6.53
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Pensamiento variacional

@ Realiza todas las actividades en tu cuademo_]

Actividades de aprendizaje
Razonamiento
o Selecciona la palabra que indica de qué tipo es cada
una de las siguientes funciones.
a. = e
) . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . ros
ni logaritmica
D.y =ex
; . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . s
ni logaritmica
cy=log(x+3)
: o Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . N
ni logaritmica
dy=x-In2
: . Ni exponencial
Exponencial Logaritmica : s
ni logaritmica
e, Yy —=4"*
) o Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . A
ni logaritmica
Ly=x
; G Ni exponencial
Exponencial Logaritmica : =
ni logaritmica
g.y=1In(2x)
. s Ni exponencial
Exponencial Logaritmica . N
ni logaritmica
Comunicacion
o Completa la Tabla 6.20.
L 4 : 3
Funcion Dominio
a.y = log(1 — x))
b.y=1In(— x)
cy=x-+Inx
d. y = x(Inx)?
w I
ST %
f.y = xlog(x + 10}

& Tabla 6,20

«
Resolucion de problemas
o El pH mide el caracter acido o basico de una sustan-
& cia,y seencuentra relacionado con la concentracién
de iones de hidrégeno de la misma, x, que se mide
en mol por litro, segtin la formula pH = —logx.

—

T‘-—-—-—_
C Morin,
-l i
A%

a. Representa la funcion del pH.

0. El pH de un gel de ducha es 5,5. ;Qué concentra-
cién de iones de hidrogeno tiene?

c. Para valores de pH menores que 7, la sustancia
es acida y, en caso contrario, basica. ;Cuantos
moles por litro de iones de hidrogeno puede
contener una sustancia en cada caso?

Evalvacion del aprendizaje

-
o A partir de la grafica de la funcion y = In x, repre-
# senta la grafica de estas funciones.

y=—Inxyy=|Inx|

o Representa la funcion y = 4*y, a partir de su gra-
# fica, dibuja la de la funcion y = log, x.

@ La sonoridad o sensaciéon auditiva de un so-

& nido, B, se mide en decibelios (dB), y se en-
cuentra relacionada con la intensidad de la
onda sonora, I, que se mide en vatios por me-
tro cuadrado (W/m?).

B =120+ 10log!

2. Laintensidad de las ondas sonoras que son
audibles sin producir dolor esta entre 107"
W/m?y 1 W/m? ;Entre qué valores se halla
comprendida la sonoridad que producen?

0. Si estas escuchando musica en un reproductor
MP3 con 20 decibelios, jcudl es la intensidad
de las ondas al salir de los auriculares?




Pensamiento variacional

Sy

3 Funciones racionales. Representacion grafica

Identifica las asintotas verticales de

la fincion f(x) =

¢ sef
. ten

3x
g

: Una empresa de refrescos desea di-
ar un envase cilindrico que con-
pa 330 cm? de refresco.

es el radio de la base y h la al-

: turd del envase cilindrico en cen-
. tim
© per
: del

etros, ;cual es la expresion que
mite calcular la superficie total
envase en términos del radio r?

¥
,*I/;(X)
AT x
/ / 2 1|
Figura 6.55
y .
A o
it
: X
Of 1
Figura 6,56

Para comenzar, se debe recordar la formula que permite calcular el volumen, V,

de un cilindro de radio r y altura h.

Por otra parte, la superficie total, S, que es igual al area lateral mas el area de las

V = arrth = 300

dos bases, se puede expresar como:

S(r) = 2wrh + 2w = 2wr(h + 1)

Si se despeja h de la expresion del volumen y se sustituye en S, se obtiene:

= S = 5(r) = Zﬂr(% + r] =>-5(r}

T

Esta funcion pertenece a las llamadas funciones racionales.

El dominio de una funcién racional es el conjunto de los nimeros reales, excep-

Las funciones de la forma y = PX)

q(x)

micas, con g(x) # 0, se denominan funciones racionales.

to los valores de x que anulan el denominador.

q ciempio 1

En la Figura 6.54 se observa la grafica de
& : X —4x—5
la funcion racional g(x) = B

_ 660 + 2qrr

——,donde p(x) y g(x) son funciones poliné-

Dado que el denominador se anula en el
valor x = 3, el dominio de ges R — {3}
y la recta x = 3 es una asintota vertical
de la funcién.

~

8 Eicmplo |

Figura 6.54

. =] Ax =7 X
Las funciones f(x) = e yh{x) = = sonracionales.

« El denominador de la funcion f(x) se anula en x = —3, por tanto,

D(f) =R — {3}

« Al factorizar el denominador de h(x) se obtiene x(x + 1)(x — 1), que se

anulaenx =0,x = —1yx =1, portanto,D(h) = R — {—1,0,1}.

.

o Ejemplo 3
3 =)

El denominador de f(x) = -—
La funcion g(x) = x + 2 se encuentra definida en todo R.

En las figuras 6.55 y 6.56 se observa, en las graficas de ambas funciones, que

son iguales salvo en el punto x = 2. Esto se debe a que, para x # 2, g(x) se ob-
tiene directamente de dividir el numerador y el denominador de f(x) entre
(x — 2); sin embargo, cuando x = 2, no se puede realizar esta division. Por

seanula en x = 2, luego D(f) = R — {2}.

es0, f{2) no se encuentra definida, mientras que g(2) sf lo esta.
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@ Realiza todas las actividades en tu cuaderno )

Comunicacion

¢Es racional?

Funcion Si No
#=3
d f(x) "
+
b h() = 2212
4
2X
c.g(x) = y—ig
i e Ry
d. =37
; -5
“J0 = ok
. P Sas e
i B ==

Tabla 6.21
o Ten en cuenta estas funciones y realiza lo que se in-
& dica a continuacion.

=
flx) = x+ 1
B=g¥
8lx) = X2 =l — e
3x + 1
Ll ey

2. Halla el dominio de cada una.

b. Representa la grafica de f(x).

o Sefiala el dominio de cada funcion.

% == 6
=570 R-gy | R-(-3
= X_j% R—-{-2-3} R-{-23
& =;¥§§§ R—{-13  |R-{=1,-3
dy=225 R-{-3 | R-{-2-3
=i§%§i R-{03 | R-{o-3
;y=5§§§3 R—{-12  R—-{-1-2

o Analiza cada funcién. Luego, completa la Tabla 6.21.

9

Resolucion de problemas

o Para hallar las intersecciones de una funcion racio-

® nal con el eje X, se iguala la funcidn a 0 y se despeja
el valor de x. Para determinar las intersecciones con
el eje Y, se sustituye por x = 0 en la funcién. Asf,

i x—1 ; ;
en la funcion y = al igualar a 0, se obtiene:

A
X—"1 i
kT 0, entonces x = 1. Por lo tanto, la inter-
seccion de la grafica de fcon el eje X esen x = 1.

Por otra parte, si se sustituye por x = 0 en la funcion,

. 1 1 s
se obtiene: 0——4,ent0ncesy = sy lo que indi-
ca que la interseccion de la grafica de f con el eje Y

1
eseny = — .

Determina las intersecciones con los ejes coordena-
dos de cada funcién racional:

e o S b s B B

Il e A=

_ 2 b i, D
CY= FFax—4 . %

Evalvacion del aprendizaje

0 Representa cada funcién racional. Luego, halla
& su dominio.

_ _5¥ L o, O
YT 6 Y= %=

o)
.'QQQ
o
0’0
S} Supdn que adquieres un crédito educativo cuyos
W

intereses anuales (durante 10 afos) estan dados

40x
RO =Fr

anos y f(x) el dinero en millones de pesos. ;En
qué ano debes pagar el interés mas alto? Descri-
be una meta de tu proyecto de vida, ;cémo la

alcanzarias? -

, donde x es la cantidad de



Practica mas

Fupcion cuadratica . Representacion grafica
Comunicacion

0 Determina los elementos de la funcién cuadratica
A/ representada en la Figura 6.57.

¥

Flgura 657

Ejercitacion

q Traza la grafica de cada funcion. Luego, halla el vérti-
®! ce, el eje de simetria y los puntos de corte con el eje

X de la parabola correspondiente.

a.flx)=x—16 b. fix) = 9%
cflx) = x* — 2 dfix)=2¢—2x+38

Comunicacion

o Relaciona la ecuacion con sus soluciones.

“ar—i=0) (1.4y-3)
b.(x+87=0) (2. -2y2)
(c@tecto=0) G.-s )
d(x—4x+3)=0) (4.-3

Resolucion de problemas

<

Halla las dimensiones del rectangulo (Figura 6.58).

| |

x+4

Figura 6.58

Realiza lodas las actividades en tv cuademo |

Funciones
Comunicacion
o Representa las siguientes funciones.
®afx)=x+x+6 b. fix) = 3x* + X

cfixy=x+d+x—72 d fix)=x-—5

Representa las siguientes funciones. Identifica los va-
# lores donde la funcion no esta definida y traza sus

asintotas.
3 =5
afl= 73 b.f0 = 373
_ o xt4 _ 1
C-f(X)— A3 df(X)_ ¥ —x

Razonamiento

Determina el valor al que tiende la funcion represen-
11 tadaen la Figura 6.59, en cada caso.

Y

Figura 639
a. Cuando x se acerca a 0.
b. Cuando x se acercaa 2.
¢. Cuando x tiende a +o°,

d. Cuando x tiende a — =,

Resolucion de problemas

e La energia liberada en un terremoto, medida en kilo-
& vatios-horg, sigue aproximadamente la funcion:
E(x) = 002 - 10"
En esta expresion, x es la magnitud del terremoto en
la escala de Richter.

a. Si un terremoto tuvo una magnitud de 8, ;jcual
fue la energfa liberada?

b. Realiza la grafica de la funcion E.
c. ;Cudl es el dominio y rango de la funcion £7
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Realiza todas las actividades en tu cuaderno

=
o
ot}
=
=]
=
7
@
4
U
I
=
&
<L
=

Estrategia: Elaborar una grafica

Si las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo
son tres nUMmeros enteros consecutivos, jcuales son las
dimensiones del triangulo?

;Qué informacién proporciona el enunciado?

;Qué debes averiguar?

Representa la situacion, simboliza el enunciado y re-
suelve la ecuacion que se plantee.

En la Figura 6.60 se muestra la situacion planteada.
-

x+ 2

X 90°[" |

| x4 1 | Figura 6.60

Al aplicar el teorema de Pitagoras se tiene la ecuacion:
x F et 1=+ 2y
La ecuacion es equivalente a:
-3 =p
Se resuelve la ecuacion por factorizacion:
x=3)x+1)=0=x = Jgg, =1
Se descarta el valor negativo.

Las dimensiones del triangulo rectangulo son 3,4y 5.

Verifica que los lados del triangulo rectangulo cumplen
el teorema de Pitagoras.

Aplica la estrategia

El largo de un recténgulo es 2 m mas que el an-
cho. Su drea es 48 m® Si el ancho disminuye 2 m
y el largo aumenta 2 m, el drea disminuye 8 m?’,
;cudles son las dimensiones del rectangulo?

a. Comprende el problema

b. Crea un plan

¢. Ejecuta el plan

Resuelve otros problemas

Un paciente elimina un medicamento a través
de la orina. Para una dosis de 10 mg, la cantidad
en el cuerpo luego de t horas esta dada por la
expresion A(t) = 10(0,8)". ;Qué cantidad de me-
dicamento queda atin en el cuerpo luego de 8 ho-
ras de la dosis inicial?

Si la suma de un ndmero con su reciproco
5 : ;
es = icual es el nimero?
Formula problemas
Inventa un problema que involucre la siguiente
informacion y resuélvelo.

““El crecimiento de una
poblacién esta dado por la expresion
p(x) = 3500000 (1,01)*

Enriquece tu vocabulario

« Explica las diferencias y semejanzas entre fun-
ciones exponenciales y funciones logaritmicas.




Evaluacion del aprendizaje

Fu

Ejercitacion

w

Ra

w

Y

cuadratica.

ronamiento

a. El vértice de la parabola es (2, 1).
b. El eje de simetrfa es larectay = 1.
¢. La grafica corresponde a una funcion

d. La gréfica no interseca el eje X.

ncion cuadratica. Representacion grafica

Observa la Figura 6.61. Luego, responde verdadero
(V) o falso (F) segun corresponda.

Figura 661

. ¢ B 3 25
a Selecciona la parabola con vertice en | 5-,— 7 |y

l.

cortesconelejeXenx, = 4yx, = —1.
a. b.
¥ / i
21 / 27
o] 2 X ol 2 X
f
Fgura 6.62 Figura 6.63
d.
Y Y
24 24+
K 3 [ X o) 2 X
Figura 6.64 Figura 6.65

Comunicacion

o Explica si es posible que la grafica de una funcion

& cuadratica no corte a ninguno de los dos ejes.

Resolucion de problemas

o El area sombreada es 88 cm? ;Cudl es el valor de x?

|

o
5

Figura 6,66

o El volumen de un cono esta dado por la expresion

v y= % Trr*h, en el que r es el radio de la base y h su
altura. Al envasar 100 cm? de liquido en un cono de
12 cm de altura, quedan sin envasar 21,46 cm?®. ;Cual

es el radio del cono?

o Halla la cantidad de alambre que se requiere para
& cercar el terreno dibujado en el plano, si su area es

igual a 48 m?.
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Funciones polindmicas y funciones racionales

Comunicacion

o Justifica si las proposiciones son falsas o verdaderas.

El dominio de toda funcion polindmica esta con-

formado por los nimeros reales positivos.

El rango de las funciones polindmicas es R.
Modelacion

o Analiza la funcion f(x) = ;% y responde verdade-
% 10 (V) o falso (F), segin corresponda.

La grafica de la funcion intersecta al eje de las or-

denadas en el punto (0, 2). ()
El dominio de la funcién es R. ()
El rango de la funcion es R — {0}. ()
[ La funcion no tiene inversa. ()
La funcion es decreciente. ()

Razonamiento

o Observa la gréfica de la funcion g(x) = x* — 1y
& responde las preguntas. Justifica tus respuestas.

Figura 6.68
;La grafica corresponde a una parabola?
:Cudl es el dominio de la funcién?
iY el rango?

| {Es continua en todo su dominio?

(1) Halla las asintotas verticales y horizontales de la fun-
* cion f(x) =

x2+1

MATEMATICAS ©) EDICIONES S
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Realiza todas las actividades en tu cuaderno

i Funciones exponenciales y logaritmicas
Ejercitacion

0 Determina lo que se indica en cada caso.

e

i X

Oy 1

Figura 669

‘ .. Dominio de la funcién
b. Rango de la funcién
Intersecto con el eje X
l. Intersecto con el eje Y
. Asintota horizontal

| . - -
| @ Relaciona cada expresion con su correspondiente
& potencia en la columna de la derecha.

107" 063095
100 . 0,063095

10-22 - 0,0063095
L 100 63095

10-02 63,095

Modelacion

@ Identifica la funcién de la forma y = log x para la
#& siguiente grafica.

Figura 6.70

| Resolucion de problemas
|

‘ @ Una bacteria se duplica cada 20 minutos. Determina
& la expresion en funcion del tiempo que modele la
variacion de la poblacion de bacterias, si al inicio del
experimento hay 20 bacterias.



Glosario

‘oo, Experimento que depende del azar y cuyo resul-
tadd no se puede predecir.

\tyfra de ¢. Segmento que va desde el vértice
hastd el plano de Ia base y es perpendicular a este.

elilos alternos externos. Angulos que se forman en la-
dos ppuestos con respecto a una transversal que corta dos
rectgs no adyacentes.

Anglilos alternos internos. Angulos que se forman inter-
namente, en lados opuestos con respecto a una transversal

que torta dos rectas no adyacentes.

)S opuestos

Angulos que tienen un
vém ce comdn, y los lados de uno son semirrectas opuestas

a los|lados del otro.

darifentro. Punto en que concurren las medianas de un
riangulo.

por el vertice

10 Expresion algebraica que tiene dos términos.

-4

112 Recta que pasa por el eje de simetrfa de un angulo.

Circpmcentro. Punto de concurrencia de las mediatrices de
los lados de un triangulo.
~occiente Constante que multiplica la parte literal de un
térmjno aigebraico‘

dadrado perfecto. Numero que se obtiene al elevar otro
numero al cuadrado oala dos

nal periodico. Namero cuya parte decimal esta com-
puesta por una cifra o un conjunto de cifras que se repiten
hastg el infinito.

121020 Relacion de comparacion que se establece
entrg dos numeros con el fin de indicar cuél es el mayor o
el menor.

Conjunto compuesto por los primeros compo-
nentes de los pares ordenados de una funcion.

| 1 lineal Ecuacion de la forma ax + b = 0, donde
ay bjson nimeros reales, x representa la incognitay a # 0.

Es un solido tal que todos los puntos de su super-
ficie estdn a una misma distancia de un punto fijo llamado
centro.

Espacic Conjunto formado por los posibles re-
sultados de un experimento aleatorio.

Cualquier subconjunto de un espacio muestral.

lependient Eventos en donde la ocurren-
cia de uno afecta la ocurrencia del otro y, por lo tanto, su
probab|||dad.

ventos independi Eventos en donde la ocurrencia
de uno no afecta la ocurrencia del otro y, por lo tanto, no

afecta su probabilidad.
cpresion algebraica irracional. Expresidn algebraica en la
que aparece alguna variable bajo el signo radical.

xpresion algebraica racional. Expresion algebraica en la
que aparece alguna variable en el denominador.

Es el cociente entre dos polinomios.

. Es aquella fraccion cuyo denominador
o} nurnerador o ambos, presentan una fraccion.

Es el resultado de dividir la frecuen-
cia absoluta entre el nimero de datos del experimento
estadistico.

“uncion. Regla de correspondencia o férmula que asigna a
cada elemento de un conjunto A un Unico elemento de un
conjunto B.

“uncion aling Funcion de la formay = mx + b, donde my
b son constantes.

‘cuencia cuadratica. Ecuacion polindmica de segundo
grado dei tipo f(x) = ax* + bx + ¢ en la que los coeficientes
a, b y ¢ son nimeros reales. La representacion de la funcion
equivale a una parabola.

-1 Funcion de la forma y = mx, donde m es
una constante.

Punto donde se cortan las bisectrices de los dngu-
los de un tridngulo.

Relacion de desigualdad entre expresiones
algebraicas.
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Se define como logaritmo en base a de un nu-
mero b, a otro ndmero ¢ tal que a elevado al exponente ¢ da
como resultado el nimero b:Llog b = c > a° = b

Promedio entre todos los datos de una
distribucion estadistica. Se calcula sumando todos los datos
y dividiendo este resultado entre el nimero total de datos.

Valor que ocupa el lugar central en-
tre todos los valores de una tabla de frecuencias.

Valores alrededor de los
cuales tienden a concentrarse los datos de una distribucion
estadistica.

Valor que tiene la mayor frecuencia absoluta en una
distribucion estadistica.

Forma de escribir un nimero como
producto de un nimero entre 1y 10 por una potencia de
10.

Numero que no se puede escribir co-
mo el cociente entre dos nlimeros enteros.

Numero que se puede expresar como el
cociente de dos niimeros enteros siempre y cuando el divi-
sor sea diferente de 0.

Union de los conjuntos de los nimeros
racionales e irracionales.

Es el paralelepfpedo recto de base rectangular.

Prisma de seis caras con forma de parale-
logramos. Cuando todas las caras son rectangulos, el parale-
lepipedo es recto.

En un sistema de coordenadas cartesianas, es |a
razon entre el cambio vertical y el cambio horizontal entre
dos puntos de una recta.

Es aquel en el que la recta que pasa por
uno o mas lados corta a otro lado del poligono.

Es aquel cuyos lados interiores son me-
nores que 180°. Ademas, la recta que pasa por cualquiera de
los lados no corta a ningln otro lado del poligono.

Conjunto de dos ecua-
ciones lineales con dos variables o incognitas. El conjunto
de parejas ordenadas que satisfacen ambas ecuaciones se
denomina conjunto solucion del sistema.

Proposicion que afirma una verdad demostrable.

Teorema que establece que, en los
triangulos rectangulos, la suma de los cuadrados de las me-
didas de los catetos es igual al cuadrado de la medida de la
hipotenusa.

Cada uno de los sumandos que aparecen en una
expresion algebraica.

Triangulo que tiene los tres angulos
agudos.

Triangulo cuyos angulos interiores
tienen igual medida.

Triangulo que tiene todos los lados

iguales.
Triangulo que tiene todos los lados
diferentes.
Triangulo que tiene dos lados iguales.
Triangulo que tiene un angulo
obtuso.

Triangulo que tiene un angulo recto.

Triangulos en los que hay una co-
rrespondencia entre sus vértices, de modo que cada par de
lados y de angulos correspondientes miden lo mismo.

Se define como: la distancia que hay entre
un numero real ¢ y el 0.

Numero que se obtiene
al sustituir las letras por niimeros.

Cada una de las letras distintas que
aparecen en una expresion.

Variable cuyos valores dependen de
los valores que se asignen a la variable independiente.
Variable a la cual se asignan valo-
res arbitrarios en una funcion.
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